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СИНТЕЗ, ВИРОЩУВАННЯ ТА СТРУКТУРНІ
ВЛАСТИВОСТІ ТВЕРДИХ РОЗЧИНІВ

(Cu1−xAgx)7GeSe5I

Проведено синтез та вирощування монокристалів твердих розчинів (Cu1−xAgx)7GeSe5I. Рентгеноструктур-
ні дослідження показали, що у системі Cu7GeSe5I-Ag7GeSe5I утворюється неперервний ряд твердих розчинів
(Cu1−xAgx)7GeSe5I, які кристалізуються в гранецентрованiй кубiчнiй комiрцi. Встановлено, що концентрацій-
на зміна параметра гратки відбувається у відповідності до закону Вегарда.
Ключові слова: тверді розчини, синтез, вирощування, дифрактограма, параметр гратки.

Вступ

Кристали Cu7GeSe5I та Ag7GeSe5I належать
до сполук зі структурою аргіродита [1, 2].
Одержанню та дослідженню деяких фізико-
хімічних властивостей кристалів Cu7GeS5I,
Cu7GeSe5I та твердих розчинів на їх осно-
ві Cu7Ge(S1−xSex)5I присвячено кілька робіт
[3–5]. Електричні, електрохімічні та опти-
чні властивості вищезгаданих кристалів до-
сліджувалися в роботах [6–8]. Виявилося,
що кристали Cu7GeSe5I характеризуються
найвищим значенням електричної провідно-
сті серед відомих мідевмісних суперіонних
провідників (0.64 См/см на частоті 106 Гц
та при температурі 300 К) [7]. Крім того,
в кристалах Cu7GeSe5I та твердих розчи-
нах Cu7Ge(S1−xSex)5I встановлено зростан-
ня електричної провідності з підвищенням
температури у відповідності до закону Арре-
ніуса, що свідчить про її термоактиваційну
природу. Оптичні дослідження показали, що
в кристалах Cu7GeSe5I та твердих розчинах
Cu7Ge(S1−xSex)5I спостерігається урбахів-
ська форма краю поглинання, яка визначає-
ться сильною електрон-фононною взаємоді-

єю, причому край поглинання зазнає суттє-
вого впливу композиційного розупорядкува-
ння кристалічної гратки [6–8]. Нарешті, при
аніонному заміщенні S → Se у кристалах
твердих розчинів Cu7Ge(S1−xSex)5I виявле-
но нелінійне збільшення електричної провід-
ності більш, ніж на порядок, нелінійне змен-
шення ширини оптичної псевдощілини та
характерну для твердих розчинів поведінку
урбахівської енергії [6–8].

У випадку кристала Ag7GeSe5I спо-
стерігається неарреніусівська поведінка еле-
ктропровідності, а величина електричної
провідності при температурі 298 К складає
7.96 × 10−2 См/см [9–12]. Неарреніусівська
поведінка електричної провідності в робо-
ті [10] описується за допомогою співвідно-
шення Фогеля-Фулчера-Тамана, причому її
зміни з температурою в кристалі Ag7GeSe5I
пов’язуються з наявністю «квазі-рідинної»
підгратки іонів Ag+. Метою даної роботи
було синтез та вирощування, рентгеностру-
ктурні дослід-ження, дослідження концен-
траційної поведінки параметра гратки та гу-
стини твердих розчинів (Cu1−xAgx)7GeSe5I.

7



Uzhhorod University Scientific Herald. Series Physics. Issue 45. — 2019

Методика експерименту

Монокристали тетрарних сполук Cu7GeSe5I,
Ag7GeSe5I та твердих розчинів на їх основі
(Cu1−xAgx)7GeSe5I з x = 0; 0.25; 0.5; 0.75;
1 вирощено методами спрямованої кристалі-
зації (Cu7GeSe5I, Ag7GeSe5I) та зонної кри-
сталізації ((Cu1−xAgx)7GeSe5I) з розплаву з
використанням модифікованої методики.

Специфікою модифікованої методики
вирощування монокристалів у випадку одер-
жання індивідуальних сполук, є те, що в
ростову ампулу завантажують вихідні про-
сті речовини Ag (99,999%), Cu (99,999%),
Ge (99,9999%), Se (99,9999%) та попередньо
синтезованийCuI (AgI) у відповідних стехіо-
метричних співвідношеннях, додатково очи-
щені методом вакуумної дистиляції (CuI) та
методом спрямованої кристалізації з розпла-
ву (AgI). В якості вихідних речовин для син-
тезу та подальшого вирощування монокри-
сталів твердих розчинів (Cu1−xAgx)7GeSe5I
використовували попередньо синтезовані те-
трарні сполуки Cu7GeSe5I та Ag7GeSe5I.
Структурні дослідження проводилися ме-
тодами диференційного термічного аналізу
(хромель-алюмелеві термопари, швидкість
нагрівання та охолодження 700 К/год) та
рентгенофазового аналізу (ДРОН 4-07, ви-
промінювання CuKα, швидкість сканування
кута 2Θ – 0.02 град, експозиція – 1 с). Ана-
ліз дифрактограм монокристалів проводив-
ся з використанням програми EXPO 2014
[13, 14].

Результати та їх обговорення

Режим синтезу та вирощування монокриста-
лів як індивідуальних сполук Cu7GeSe5I та
Ag7GeSe5I, так і твердих розчинів на їх осно-
ві (Cu1−xAgx)7GeSe5I методом спрямованої
кристалізації із розплаву складається з де-
кількох етапів. На першому етапі проводи-
ться синтез (Cu1−xAgx)7GeSe5I. При цьому
температура підвищується до 873 К протя-
гом 6 годин. Після цього здійснюється 24-
годинна витримка, що пов’язано з необхі-
дністю повного зв’язування селену (для те-
трарних сполук Cu7GeSe5I та Ag7GeSe5I), а
швидке підвищення температури може при-

звести до розгерметизації ампули. Далі від-
бувається підвищення температури протя-
гом доби до максимальних значень темпера-
тури, що на 50 К вище температур плавлення
та 24-годинна витримка, при якій відбуває-
ться повна гомогенізація розплаву. Подаль-
ше пониження до температури гомогенізую-
чого відпалу, що складає 2/3 від температури
плавлення (72 год) відбувається з швидкістю
100 К/год. Охолодження до кімнатної темпе-
ратури проводять в режимі виключеної пе-
чі. З метою встановлення близьких до опти-
мальних технологічних режимів вирощуван-
ня монокристалів як індивідуальних сполук
Cu7GeSe5I та Ag7GeSe5I, так і твердих розчи-
нів на їх основі (Cu1−xAgx)7GeSe5I з x = 0;
0.25; 0.5; 0.75; 1, одержані зразки досліджу-
валися методом диференційного термічного
аналізу (ДТА). Дані ДТА та режими вирощу-
вання монокристалів наведені у таблиці 1, де
Tкр – температура кристалізації, Tпл – тем-
пература плавлення, Tзр – температура зо-
ни розплаву, Tзв – температура зони відпа-
лу. Час вирощування індивідуальних сполук
та твердих розчинів складав 150 год.
Табл. 1: Технологічні умови вирощування моно-
кристалів твердих розчинів (Cu1−xAgx)7GeSe5I

Склад Tкр Tпл Tзр Tзв
(К) (К) (К) (К)

Cu7GeSe5I 1062 1062 1112 710
(Cu0.75Ag0.25)7GeSe5I 1067 1083 1133 720
(Cu0.5Ag0.5)7GeSe5I 1072 1094 1144 730
(Cu0.25Ag0.75)7GeSe5I 1085 1106 1156 735
Ag7GeSe5I 1113 1113 1163 745

Вирощування монокристалів складів
(Cu1−xAgx)7GeSe5I з x = 0, 0.25, 0.5, 0.75,
1 включає в себе формування монокриста-
лічного «зародку», методом збірної рекри-
сталізації, в нижній конусоподібній частині
ростового контейнеру (48 годин). Швидкість
переміщення фронту кристалізації складала
0.4 мм/год. Після переміщення ампули з кри-
сталом у зону відпалу здійснюється гомоге-
нізуючий відпал протягом 3 діб, необхідний
для зняття термічних напруг в кристалах.
Таким чином були одержані монокристали
складу (Cu1−xAgx)7GeSe5I (x = 0, 0.25, 0.5,
0.75, 1) довжиною 20 – 40 мм і діаметром 10
– 15 мм (рис. 1).
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Рис. 1: Зображення кристалу твердого розчину
(Cu0.5Ag0.5)7GeSe5I.

Рис. 2: Дифрактограми твердих розчинів
(Cu1−xAgx)7GeSe5I (x = 0, 0.25, 0.5, 0.75, 1).

За результатами рентгенофазового
аналізу проведено розрахунки параметрів
елементарної комірки сполук Cu7GeSe5I
і Ag7GeSe5I та твердих розчинів на їх
основі. Дифрактограми сполук Cu7GeSe5I
і Ag7GeSe5I проiндексовані в гранецентро-
ванiй кубiчнiй комiрцi (рис. 2). Кількість і
характер рефлексів на дифрактограмах твер-
дих розчинів вказують на те, що в системі

утворюється неперервний ряд твердих роз-
чинів. Повнопрофільний аналіз дифракто-
грами твердого розчину (Cu0.5Ag0.5)7GeSe5I
наведено на рис. 3.

Рис. 3: Експериментальна, розрахована та
різницева дифрактограма твердого розчину
(Cu0.5Ag0.5)7GeSe5I.

Рис. 4: Концентраційна залежність параметра
гратки твердих розчинів (Cu1−xAgx)7GeSe5I.

На рис. 4 наведено концентраційну
залежність параметра гратки для твердих
розчинів (Cu1−xAgx)7GeSe5I. Зі збільшен-
ням вмісту срібла спостерігається лінійне
збільшення параметра кубічної гратки. Ви-
явлений лінійний характер концентрацій-
ної залежності (рис. 4) свідчить про те,
що вона описується правилом Вегарда. На
основі одержаних значень параметра кубі-
чної гратки було побудовано концентрацій-
ну залежність розрахункової густини твер-
дих розчинів (Cu1−xAgx)7GeSe5I, яка наве-
дена на рис. 5. Встановлено, що зі збіль-
шенням вмісту срібла в твердих розчинах
(Cu1−xAgx)7GeSe5I спостерігається неліній-
не збільшення їх густини. Слід зазначити,
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що утворення неперервного ряду твердих
розчинів (заміщення Cu+↔Ag+) відбуває-
ться в зв’язку з ізоструктурністю сполук
та близькими значеннями іонних радіусів
(0,98 Å для Cu+ та 1,13 Å для Ag+) [15].

Рис. 5: Концентраційна залежність розрахункової
густини твердих розчинів (Cu1−xAgx)7 GeSe5I.

Висновки

Проведено синтез та вирощування монокри-
сталів твердих розчинів (Cu1−xAgx)7GeSe5I.
Вирощування монокристалів твердих роз-
чинів (Cu1−xAgx)7GeSe5I проводилося кри-
сталізацією з розчину-розплаву. З викори-
станням методу ДТА встановлено близькі
до оптимальних технологічні режими ви-
рощування монокристалів твердих розчинів
(Cu1−xAgx)7GeSe5I (x = 0, 0.25, 0.5, 0.75,
1). За результатами РФА встановлено, що в
системі Cu7GeSe5I – Ag7GeSe5I утворюється
неперервний ряд твердих розчинів. Побудо-
вано концентраційну залежність параметру
гратки, яка описується правилом Вегарда. Зі
збільшенням вмісту срібла спостерігається
лінійне збільшення параметра кубічної гра-
тки та нелінійне збільшення густини. Утво-
рення неперервного ряду твердих розчинів
відбувається в зв’язку з ізоструктурністю те-
трарних сполук структури аргіродиту.
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СИНТЕЗ, ВЫРАЩИВАНИЕ И СТРУКТУРНЫЕ
СВОЙСТВА ТВЕРДЫХ РАСТВОРОВ

(Cu1−xAgx)7GeSe5I

Проведены синтез и выращивание монокристаллов твердых растворов (Cu1−xAgx)7GeSe5I. Рентгеноструктур-
ные исследования показали, что в системе Cu7GeSe5I - Ag7GeSe5I образуется непрерывний ряд твердых ра-
створов (Cu1−xAgx)7GeSe5I, которые кристаллизуются в гранецентрированной кубической ячейке. Показано,
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что концентрационное изменение параметра решетки происходит в соответствии с законом Вегарда.
Ключевые слова: твердые растворы, синтез, выращивание, дифрактограмма, параметр решетки.
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SYNTHESIS, GROWTH AND STRUCTURAL
PROPERTIES OF (Cu1−xAgx)7GeSe5I SOLID

SOLUTIONS

Purpose. The purpose of this work was synthesis and crystal growth, X-ray diffraction studies, investigating the com-
positional behavior of the lattice parameter and the density of (Cu1−xAgx)7GeSe5I solid solutions.
Methods. Single crystals of quaternary compounds with argyrodite structure Cu7GeSe5I, Ag7GeSe5I and solid so-
lutions on their basis (Cu1−xAgx)7GeSe5I with x = 0; 0.25; 0.5; 0.75; 1 were grown by direct crystallization
(Cu7GeSe5I, Ag7GeSe5I) and zone crystallization ((Cu1−xAgx)7GeSe5I) from the melt using a modified method.
Structural studies were carried out by the methods of differential thermal analysis (chromel-alumel thermocouples,
heating and cooling speed 700 K/h) and X-ray phase analysis (DRON 4-07, CuKα radiation, scan angle speed 2Θ –
0.02 deg, exposure – 1 s).
Results. In order to establish near-optimal technological regimes for the growth of single crystals as both individual
compounds of Cu7GeSe5I та Ag7GeSe5I, and solid solutions on their basis (Cu1−xAgx)7GeSe5I they were investi-
gated by themethod of differential thermal analysis. The diffraction patterns of Cu7GeSe5I andAg7GeSe5I compounds
are indexed in a face-centered cubic lattice. The number and nature of the reflexes on diffractograms of solid solutions
indicate that a continuous series of solid solutions is formed in the system. The compositional dependence of the lattice
parameter was constructed, which is described by Vegard law. As the content of silver increases, a linear increase in
the cubic lattice parameter and a nonlinear increase in density are observed.
Conclusions. Synthesis and growth of single crystals of (Cu1−xAgx)7GeSe5I solid solutions was performed. The
growth was carried out by the methods of direct crystallization (Cu7GeSe5I, Ag7GeSe5I) and zone crystallization
(Cu1−xAgx)7GeSe5I from the melt using a modified method. According to the results of X-ray diffraction studies, it is
established that in Cu7GeSe5I – Ag7GeSe5I system a continuous series of solid solutions is formed. The compositional
dependences of the lattice parameter and density are constructed. It was found out that with increasing silver content, a
linear increase in the cubic lattice parameter and a nonlinear increase in density in (Cu1−xAgx)7GeSe5I solid solutions
are observed.
Keywords: solid solutions, synthesis, growth, diffractogram, lattice parameter.
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ТЕМПЕРАТУРНА ПОВЕДІНКА КРАЮ
ФУНДАМЕНТАЛЬНОГО ПОГЛИНАННЯ

КРИСТАЛІВ CuCr0.3In0.7P2S6

Досліджено спектри оптичного поглинання шаруватих кристалів CuCr0.3In0.7P2S6 в температурному інтервалі
150 – 350 К. Виявлено, що край фундаментального поглинання має експоненціальний характер і підкоряється
правилу Урбаха. Визначено параметри правила Урбаха та температурний коефіцієнти зсуву енергетичного по-
ложення краю поглинання в досліджуваних кристалах.
Ключові слова: сегнетоелектрики, фазові переходи, спектри поглинання.

Вступ

Шаруваті кристали типу CuInP2S6 являються
цікавими об’єктами для експериментальних
досліджень так як володіють різними типами
дипольного впорядкування і на фазових діа-
грамах яких реалізуються фазові переходи в
сегнето-, сегнети-, антисегнети-,неспівмірні
фази та фази дипольного скла.

Крім того, зростання інтересу до них
викликано результатами робіт [1, 2], де бу-
ло показано, що шаруваті ультратонкі зраз-
ки кристалів CuInP2S6 та CuСrP2S6 можна
використати в якості наступного поколін-
ня енергонезалежних запам’ятовуючих при-
строїв пам’яті та різних vdW гетероструктур,
заснованих на 2D-сегнетоелектриках.

В роботах [3, 4] показано, що сегнети-
електрична поляризація при атмосферному
тиску та температурі Tc = 313 К в кристалах
CuInP2S6 виникає в результаті фазового пе-
реходу (ФП) першого роду типу «лад – без-
лад», перпендикулярно шарам і обумовлена
антиколінеарними вкладами за рахунок впо-
рядкування іонів міді і зміщення іонів індію.
При зміні хімічного складу твердих розчинів
CuCrxIn1−xP2S6 можна спостерігати транс-
формацію від дипольного упорядкування з

дальнім порядком в сегнетиелектричне для
кристалів CuInP2S6 чи антисегнетоелектри-
чне для кристалів CuCrP2S6 до стану диполь-
ного скла з відповідною релаксаційною по-
ведінкою, обумовленою «заморожуванням»
сегнетоактивних іонів в кристалічній гратці.
Ізоморфна заміна атомів In на атоми Cr сут-
тєво понижує температуру сегнетиелектри-
чного фазового переходу. Згідно фазової х,Т-
діаграми для кристалів CuCrxIn1−xP2S6 вона
виявилася рівною Tc = 220 К та Tc = 245 К
відповідно для x = 0, 3 та 0,2 мол. дол. [5].
При цьому в даних кристалах спостерігає-
ться суттєве розмиття фазового переходу. Ін-
формацію про ФП та ефекти розупорядкува-
ння в кристалах можна одержати із темпера-
турних досліджень краю оптичного поглина-
ння світла. Метою даної роботи було дослі-
дження краю фундаментального поглинання
в кристалах СuCr0.3In0.7P2S6.

Методика експерименту

Кристали СuCr0.3In0.7P2S6 вирощені за
допомогою методу хімічних транспорт-
них реакцій. Для вимірювань використо-
вувалися зразки товщиною 40 – 80 мкм.
Температура зразка контролювалась мідь-
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константановою термопарою з точністю 0,1
К. Спектр поглинання досліджувались за
допомогою спектрометра USB400 фірми
«Ocean optics» з діапазоном реєстрації дов-
жини хвиль 190 – 1100 нм.

Експериментальні результати

На рис. 1 наведені зображення по-
верхні квазідвовимірних монокристалів
СuCr0.3In0.7P2S6 отримані за допомогою
скануючого електронного мікроскопі JSM-
7001FSEM і проведено їх точковий аналіз
методом енергодисперсійної рентгенофлуо-
ресцентної спектроскопії. Отриманий хімі-
чний аналіз кристалів показав, що їх склад
складає:Сu – 15,36 моль. %; In 19,46 моль.
%; Cr – 3,72 моль. %; Р – 15,95 моль. %; S –
46,51 моль. %, що дуже добре узгоджується
із теоретичними розрахунками.

Рис. 1: Зображення поверхні та рентгенофлу-
оресцентний EDX-спектр шаруватих кристалів
СuCr0.3In0.7P2S6.

Спектральні залежності коефіцієнта
поглинання кристалів СuCr0.3In0.7P2S6 для

різних температур наведені на рис. 2. Вияв-
лено, що у досліджуваному інтервалі темпе-
ратур край поглинання має експоненціальну
форму.

Спектральні залежності коефіцієнта
поглинання, в напівлогарифмічному мас-
штабі для різних температурних областей
наведені на рис. 3.

Рис. 2: Спектральні залежності коефіцієнта по-
глинання кристала Cu(Cr0,3In0.7)P2S6 при різних
температурах.

Рис. 3: Спектральні залежності коефіцієнта по-
глинання кристала Cu(Cr0,3In0.7)P2S6, в напівло-
гарифмічному масштабі для різних температур.

Як видно із рис. 3 в досліджуваній
області температур виконується правило Ур-
баха. Правило Урбаха можна записати у ви-
гляді:

α(E, T ) = α0 exp
[
σ(T )

kBT
(hν − E0)

]
,

де α0 і E0 параметри, що характеризують
матеріал і які визначаються координатами
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точки перетину екстрапольованих лінійних
участків кривих lnα(hν), kBT

σ(T )
= W – ве-

личина, що характеризує нахил краю погли-
нання, тобто його спектральне розмиття при
температурі . При цьому σ(T ) описується ві-
домим співвідношенням:

σ(T ) = σ0

(
2kT

hνp

)
th
(
hνp
2kT

)
,

де σ0 – постійна, що характеризує величину
електрон (екситон)-фононної взаємодії, hνp
– енергія ефективного фонона, який приймає
участь у формуванні краю фундаментально-
го поглинання світла.

Визначені величини α0, E0, σ0 для кри-
сталів СuCr0.3In0.7P2S6 в параелектричній
області відповідно рівні: E0 = 2, 28 еВ, α0 =
7, 3 × 105, σ0 = 0, 4 та сегнетиелектричній –
E0 = 2, 32 еВ, α0 = 4, 2× 105, σ0 = 0, 27.

Рис. 4: Енергетичне положення краю поглинан-
ня кристалів Cu(Cr0,3In0.7)P2S6 визначеного для
рівні α=700 см−1.

На основі проведених досліджень краю
поглинання в кристалах СuCr0.3In0.7P2S6 ви-
значена температурна поведінка енергети-
чного положення краю поглинання криста-
лів СuCr0.3In0.7P2S6 приведена на рис. 4.

Cтрибок, який відповідає фазовому пе-
реходу першого роду в цих кристалах, реалі-
зується при температурі T = 222 K, що до-
бре узгоджується із результатами роботи [4].
Із рис. 4 видно, що величини температурно-
го зсуву енергетичного положення в парафа-
зі та сегнетофазі суттєво не відрізняються і
становлять відповідно dEΠ

g /dT = −2, 7 ×
10−4 еВ/К та dEc

g/dT = −4, 3×10−4 еВ/К від-
повідно для парафази та сегнетоелектричної
фази. Ці значення майже на порядок менші
аналогічних значень для кристалів CuInP2S6
[6].

Висновки

Досліджено спектри оптичного поглинання
кристалів СuCr0.3In0.7P2S6 в області фазо-
вих переходів в температурному інтервалі
150-350К. Виявлено, що край фундаменталь-
ного поглинання має експоненціальний ха-
рактер і підкоряється правилу Урбаха. Ви-
значено основні параметри правила Урба-
ха. Фазовий перехід 1-го роду в кристалах
СuCr0.3In0.7P2S6 реалізується при температу-
рі Tc = 222 К.
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ТЕМПЕРАТУРНОЕ ПОВЕДЕНИЕ КРАЯ
ФУНДАМЕНТАЛЬНОГО ПОГЛОЩЕНИЯ

КРИСТАЛЛОВ CuCr0.3In0.7P2S6

Исследовано спектры оптического поглощения слоистых кристаллов CuCr0.3In0.7P2S6 в температурном интер-
вале 150 – 350 К. Обнаружено, что край фундаментального поглощения имеет экспоненциальный характер и
подчиняется правилу Урбаха. Определены параметры правила Урбаха и температурный коэффициент сдвига
энергетического положения края поглощения в исследованных кристаллах.
Ключевые слова: сегнетоэлектричество, фазовые переходы, спектры поглощения.
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TEMPERATURE BEHAVIOR OF ABSORPTION
EDGE OF CuCr0.3In0.7P2S6 LAYERED CRYSTALS

Purpose. After authors of [1, 2] have shown that CuInP2S6 and CuСrP2S6 crystals can be used as a next generation,
energy independentmemory storage and different vdWheterostructures - we can observe a significant growth of interest
in these crustals. Besides, they are interesting objects for experimental investigations because they show different types
of dipole order and you can observe fero-, feri-, antifero-, incommensurate and dipole glass state on the phase diagrams
of these crystals.
Methods. Studied CuCr0.3In0.7P2S6 crystals were grown by the gas transport reaction method. For the measurements
we have been using samples of 40-80 mkm size. Temperature of the sample has been controlled by an cuprum-
constantan thermocouple with an accuracy of 0,1 K. The absorption spectrum has been investigated using an «Ocean
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optics» USB 400 spectrometer with an 190 – 1000 nm wave length recording range.
Results. Spectral dependencies of the absorption coefficient of the CuCr0.3In0.7P2S6 Ccrytals have been investigated
for different temperatures. It has been determined that in the investigated temeratures range the absorption edge has
exponential form. Based on the investigations of the absorption edge the temperature behavior of the energy positioning
of the absorption edge of theCuCr0.3In0.7P2S6 crystals has been established. The absorption edge energy jump is
related to the phase transition in this crystals occurs at the temperature T = 222 K.
Conclusions. Optical absorption spectrums of CuCr0.3In0.7P2S6 crystals in the temperature ranges of 150 - 350 K
have been investigated. It has been found that theabsorption edge has an exponential nature and obeys the Urbach rule.
All the main parameters of the Urbach law have been determined. First order phase transition of CuCr0.3In0.7P2S6
crystals occurs at the temperature Tc = 222 К.
Keywords: ferroelectrics, phase transitions, absorption spectra.
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ЕЛЕКТРИЧНІ ВЛАСТИВОСТІ КОМПОЗИТІВ НА
ОСНОВІ ТВЕРДИХ РОЗЧИНІВ СУПЕРІОННИХ

ПРОВІДНИКІВ (Cu1−xAgx)7SiS5I

Виготовлено полімерні композити на основі твердих розчинів (Cu1−xAgx)7SiS5I. Проведено вимірювання еле-
ктричної провідності композитів методом імпедансної спектроскопії в частотному діапазоні від 20 Гц до 2×106

Гц та температурному інтервалі 292–338 К. Отримано частотні залежності загальної електричної провідності,
побудовано діаграми Найквіста та проведено їх аналіз. На основі концентраційних залежностей вивчено вплив
катіонного заміщення Cu+ → Ag+ на загальну електропровідність та енергію активації, на електронну та іон-
ну компоненти електропровідності композитів на основі (Cu1−xAgx)7SiS5I.
Ключові слова: тверді розчини, композити, електрична провідність, енергія активації, концентраційна зале-
жність.

Вступ

Кристали Cu7SiS5I та Ag7SiS5I належать до
сполук зі структурою аргіродита [1, 2]. Во-
ни характеризуються високими значеннями
електричної провідності та малими значен-
нями енергії активації [3, 4]. Це викликає
практичний інтерес до згаданих матеріалів,
пов’язаний з можливістю їх використання
для потреб твердотільної іоніки, наприклад,
у ролі акумуляторів, суперконденсаторів та
електрохімічних сенсорів [5–8].

Результати дослідження оптичних
властивостей твердих розчинів на основі
Cu7SiS5I наведено в роботах [9, 10]. В робо-
ті [10] показано, що в кристалах твердих роз-
чинів Cu7(Ge1−xSix)S5I спостерігається ур-
бахівська поведінка краю поглинання. При
катіонному заміщенні Ge+4 → Si+4 виявле-
но нелінійне збільшення ширини оптичної
псевдощілини та характерну для твердих
розчинів зміну урбахівської енергії.

Метою даної роботи було приготу-
вання композитів, дослідження частотних
та температурних залежностей електричної
провідності, а також вивчення концентра-

ційної поведінки загальної провідності, іон-
ної та електронної компонент провідності та
енергії активації композитів на основі твер-
дих розчинів (Cu1−xAgx)7SiS5I.

Методика експерименту

Для виготовлення композитів були синтезо-
вані сполуки на основі Cu7SiS5I, Ag7SiS5I та
твердих розчинів (Cu1−xAgx)7SiS5I (x = 0,
0.25, 0.5, 0.75, 1) за методикою, описаною
в роботі [11]. Потім порошки (10–50 мкм)
перемішувалися з етилен-вінілацетатним по-
лімером, розчиненим у етилацетаті у спів-
відношенні: 90 мас.% (Cu1−xAgx)7SiS5I – 10
мас.% ЕВА (етилен-вінілацетат). Перемішу-
вання проводилося на протязі 10-15 хв (з ви-
користанням ультразвуку) для одержання го-
могенних суспензій, які в подальшому вису-
шували при температурі 333 К. Пресування
зразків проводили при тиску 400 МПа, в ре-
зультаті чого були одержані зразки компози-
тів у вигляді дисків діаметром 8 мм, товщи-
ною 2.5–4 мм.

Дослідження електропровідності ком-
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позитів на основі сполук Cu7SiS5I, Ag7SiS5I
та твердих розчинів (Cu1−xAgx)7SiS5I (x =
0, 0.25, 0.5, 0.75, 1) проводилися методом
імпедансної спектроскопії [12], в частотно-
му (20 Гц – 2 × 106 Гц) та температур-
ному (292–338К) діапазонах з використа-
нням високоточного LCR метра Keysight
E4980A. Амплітуда змінного струму склада-
ла 10 мВ. Вимірювання проводилося двох-
електродним методом на блокуючих (еле-
ктронних) золотих контактах. Золоті кон-
такти наносилися методом хімічного оса-
дження з розчинів. У ролі вихідних роз-
чинів використовували 0.02M тетрахлороау-
рат (III) натрія Na[AuCl4] та розчин форма-
ліну (40%CH2O+8%CH3OH+52%H2O) (від-
новник) у співвідношенні 5:1. Осаджен-
ня проводилося при температурі не більше
293 К. Встановлено, що підвищення темпе-
ратури негативно впливає на якість осадже-
ної плівки за рахунок зростання швидкості
відновлення.

Результати та їх обговорення

Для всіх композитів на частотних залежно-
стях загальної електричної провідності спо-
стерігається зростання провідності з підви-
щенням частоти (рис. 1), що характерно для
матеріалів з іонною провідністю у твердому
стані [13].

Рис. 1: Частотні залежності загальної електри-
чної провідності при 293 К для композитів на
основі твердих розчинів(Cu1−xAgx)7SiS5I:
Cu7SiS5I (1), (Cu0.75Ag0.25)7SiS5I (2),
(Cu0.5Ag0.5)7SiS5I (3), (Cu0.25Ag0.75)7SiS5I
(4), Ag7SiS5I (5).

На рис. 2 наведено концентраційну за-
лежність загальної електропровідності при
частоті 100 кГц. Встановлено, що зале-
жність загальної провідності від хімічно-
го складу композитів на основі твердих
розчинів (Cu1−xAgx)7SiS5I має нелінійний
характер (рис. 2). Провідність композиту
на основі Cu7SiS5I при 293 К складає
1.7×10−3 См/см, тоді як Ag7SiS5I характери-
зується дещо нижчим значенням провідності
4.1×10−4 См/см. Композити на основі твер-
дих розчинів (Cu1−xAgx)7SiS5I (x = 0.25,
0.5, 0.75) мають нижчі значення електри-
чної провідності, ніж композити на основі
Cu7SiS5I та Ag7SiS5I, що очевидно пов’язано
з їх значним композиційним розупорядкува-
нням.

Рис. 2: Концентраційні залежності загальної еле-
ктричної провідності (1) при 293 K та 100 кГц
та енергії активації (2) для композитів на основі
твердих розчинів (Cu1−xAgx)7SiS5I.

Для більш детального аналізу темпе-
ратурної поведінки композитів було побу-
довано температурні залежності електро-
провідності. Виявлено, що залежності еле-
ктричної провідності від 1/T носять ліній-
ний характер та описуються законом Ар-
реніуса, що дало змогу визначити енергії
активації загальної провідності (рис. 3). Як
видно з рис. 3, для композитів на осно-
ві твердих розчинів (Cu0.75Ag0.25)7SiS5I та
(Cu0.5Ag0.5)7SiS5I значення енергії активації
загальної провідності є меншими у порів-
нянні зі значеннями для Cu7SiS5I (Ea =
0.590 еВ) та Ag7SiS5I (Ea = 0.807 еВ).
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Рис. 3: Діаграми Найквіста для композитів на
основі Cu7SiS5I (а), (Cu0.5Ag0.5)7SiS5I (б) та
Ag7SiS5I (в): експериментальні дані (заповнені
кільця), розрахункові дані (незаповнені кільця)
та ЕЕС.

Для детальних досліджень частотної
поведінки електропровідності, встановлен-
ня відповідності електро-хімічних процесів
і розділення на іонну та електронну компо-
ненти провідності використано стандартний
підхід з використанням електродних еквіва-
лентних схем (ЕЕС) [12] та їх аналіз на діа-
грамах Найквіста. Під час аналізу всіх зраз-
ків врахована паразитна індуктивність ко-
мірки ( 4× 10−7 Г).

При аналізі композитів на основі
Cu7SiS5I, Ag7SiS5I та твердих розчинів на
їх основі (Cu1−xAgx)7SiS5I вибрана ЕЕС
(рис. 3), яка характеризується наявністю
електронного опору Re, паралельно якому
включена ємність подвійного дифузійного
шару Cd, та елементів, які відповідають за
іонні процеси: опір Rgb та ємність Cgb гра-
ниць зерен, опір зеренRg з паралельно вклю-
ченою їх ємністюCg. На діаграмахНайквіста
для досліджуваних композитів (рис. 3) спо-
стерігаються два півкола: низькочастотно-
му півколу відповідають ємність подвійного
дифузійного шару Cd, опір Rgb та ємність
Cgb границь зерен, тоді як високочастотно-
му півколу – опір Rg та ємність Cg зерен.
Паралельно до елементів, які відповідають
іонним процесам, у ЕЕС включений опір Re,
який відповідає за електронну складову про-
відності і вносить свій вклад як у низькоча-
стотне, так і у високочастотне півколо.

Проведений аналіз частотних залежно-
стей дав змогу дослідити концентраційну
поведінку іонної та електронної компонент
провідності композитів на основі твердих
розчинів (Cu1−xAgx)7SiS5I (x = 0, 0.25, 0.5,
0.75, 1) (рис. 4a). Зазначимо, що провідність
складається з суми провідностей в зернах та
на границях між зернами відповідно.

Встановлено, що залежність іонної
провідності від складу, є нелінійною з
мінімумом на концентраційній залежності
(рис. 4a). Іонна провідність Cu7SiS5I при
293 К складає 2.90 × 10−4 См/см, тоді як
Ag7SiS5I характеризується трохи вищим зна-
ченням іонної провідності 2.96×10−4 См/см,
що пов’язано з більшою розупорядкованістю
рухливих позицій Ag порівняно з позиціями
Cu у кристалічній гратці.

21



Uzhhorod University Scientific Herald. Series Physics. Issue 45. — 2019

Рис. 4: Концентраційні залежності іонної (1) та
електронної компонент (2) електричної провід-
ності (a) та відношення іонної провідності до еле-
ктронної (б) для композитів на основі твердих
розчинів (Cu1−xAgx)7SiS5I.

При цьому значення електронної про-
відності, яке для композиту на основі
Cu7SiS5I складає 1.5 × 10−3 См/см, в проце-
сі катіонного заміщення Cu+ → Ag+ змен-
шується і для композиту на основі Ag7SiS5I
складає 2.9× 10−5 См/см (рис. 4a). Оскільки
композит на основі Ag7SiS5I характеризує-
ться найнижчим значенням електронної про-
відності у дослідженій системі, тому можна
припустити, що на низькочастотній ділянці
(<20 Гц), може спостерігатисяще одне півко-
ло, яке відповідає за дифузійні іонні процеси
в межах подвійного дифузійного шару з па-
ралельно включеною електронною провідні-
стю. За результатами розрахунків отримано,
що електронна провідність для композиту на
основі Ag7SiS5I у такому випадку становить
< 3.6× 10−6 См/см (крива 3 на рис. 4a).

Так, як однією з основних характери-
стик суперіонних матеріалів є співвідноше-
ння іонної до електронної провідності, на

рис. 4б наведено її концентраційну зале-
жність. Встановлено, що при переході від
композиту на основі Cu7SiS5I, для якого еле-
ктронна компонента провідності у 5 разів
перевищує іонну, до композиту на основі
Ag7SiS5I співвідношення σion/σel має тен-
денцію до зростання і для композиту на
основі Ag7SiS5I іонна провідність у 10 разів
перевищує електронну (крива 1 на рис. 4б), а
з врахуванням можливої наявності низькоча-
стотного півкола іонна провідність для ком-
позиту на основі Ag7SiS5I може більше ніж
у 100 разів перевищувати електронну (крива
2 на рис. 4б).

Висновки

Для приготування композитів були синтезо-
вані сполуки на основі Cu7SiS5I, Ag7SiS5I
та твердих розчинів (Cu1−xAgx)7SiS5I (x =
0, 0.25, 0.5, 0.75, 1). Композити були ви-
готовлені шляхом перемішування порошків
твердих розчинів (Cu1−xAgx)7SiS5I з етилен-
вінілацетатом у пропорції 9:1, суміш яких в
подальшому висушували та пресували. До-
слідження електропровідності композитів на
основі твердих розчинів (Cu1−xAgx)7SiS5I
проводилися методом імпедансної спектро-
скопії в частотному діапазоні від 20 Гц до 2×
106 Гц та температурному інтервалі 292 – 338
К. Вимірювання проводилося двохелектро-
дним методом на блокуючих золотих конта-
ктах.

Для всіх композитів на частотних зале-
жностях загальної електричної провідності
виявлено зростання провідності з підвище-
нням частоти. Встановлено, що зі збільшен-
ням вмісту Ag в композитах на основі твер-
дих розчинів (Cu1−xAgx)7SiS5I загальна еле-
ктрична провідність нелінійно зменшується
з прогином «вниз», тоді як енергія активації
нелінійно збільшується з прогином «вниз».

Побудовано діаграмиНайквіста та про-
ведено їх детальний аналіз за допомогою
електродно еквівалентної схеми, який дозво-
лив розділити вклади іонної та електрон-
ної компонент в загальну електропровіднсть.
Встановлено, що залежність іонної провід-
ності від складу, є нелінійною з мінімумом
на концентраційній залежності, причому во-
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на є майже однаковою для Cu7SiS5I (2.90 ×
10−4 См/см) та Ag7SiS5I (2.96× 10−4 См/см).
Електронна провідність зі збільшенням вмі-
сту срібла нелінйно зменшується з прогином
«вниз», а її значення для Ag7SiS5I майже на
два порядки менше ніж для Cu7SiS5I. Аналіз

концентраційної залежності відношення іон-
ної провідності до електронної показав, що
внаслідок катіонного заміщення Cu+ → Ag+
воно нелінійно зростає більш ніж на поря-
док.
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ЭЛЕКТРИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА КОМПОЗИТОВ
НА ОСНОВЕ ТВЕРДЫХ РАСТВОРОВ
СУПЕРИОННЫХ ПРОВОДНИКОВ

(Cu1−xAgx)7SiS5I

Изготовлены полимерные композиты на основе твердых растворов (Cu1−xAgx)7SiS5I. Проведены исследо-
вания электрической проводимости композитов методом импедансной спектроскопии в частотном диапазо-
не от 20 Гц до 2 × 106 Гц и температурном интервале 292–338 К. Получены частотные зависимости об-
щей электрической проводимости, построены диаграммы Найквиста и проведен их анализ. На основе кон-
центрационных зависимостей изучено влияние катионного замещения Cu+ → Ag+ на общую электропрово-
дность и энергию активации, на электроннуюи ионную компоненты электропроводности композитов на основе
(Cu1−xAgx)7SiS5I.
Ключевые слова: твердые растворы, композиты, электрическая проводимость, енергия активации, концен-
трационная зависимость.
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ELECTRICAL PROPERTIES OF COMPOSITES
BASED ON SOLID SOLUTIONS OF

(Cu1−xAgx)7SiS5I SUPERIONIC CONDUCTORS

Purpose. The purpose of this research was to prepare composites, to study frequency and temperature dependences
of electrical conductivity, as well as to investigate the concentration behavior of the total conductivity, the ionic and
electron conductivity component, and the activation energy of composites based on (Cu1−xAgx)7SiS5I solid solutions.
Methods. Compounds based on Cu7SiS5I, Ag7SiS5I and (Cu1−xAgx)7SiS5I (x = 0, 0.25, 0.5, 0.75, 1) solid solutions
were synthesized for preparing the composites. Then, the powders (10 – 50 μm) were mixed with ethylene-vinyl ac-
etate polymer dissolved in ethyl acetate in the ratio: 90 wt.% of (Cu1−xAgx)7SiS5I – 10 wt.% of EVA (ethylene-vinyl
acetate). The stirring was carried out for 10-15 minutes to obtain homogeneous suspensions which were subsequently
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dried at a temperature of 333 K. The samples were pressed at a pressure of 400 MPa, resulting in samples of com-
posites in the form of discs 8 mm in diameter and thickness of 2.5 – 4 mm. Investigation of the electrical conductivity
of composites based on Cu7SiS5I, Ag7SiS5I compounds and solid solutions of (Cu1−xAgx)7SiS5I (x = 0, 0.25, 0.5,
0.75, 1) was carried out by the method of impedance spectroscopy, in frequency (20 Hz – 2 × 106 Hz) and tempera-
ture (292 – 338K) ranges using the high-precision LCR meter Keysight E4980A. Measurement was carried out by a
two-electrode method on blocking gold contacts, which were applied by chemical precipitation from solutions.
Results. The frequency dependences of the total electrical conductivity showed a growth of conductivity with increas-
ing frequency for all composites. It has been established that with increasing Ag content in composites based on solid
solutions of (Cu1−xAgx)7SiS5I, the total electrical conductivity decreases non-linearly with the downward-bowing,
while the activation energy increases non-linearly with the downward-bowing. Nyquist diagrams were constructed and
their detailed analysis was carried out using an electrodes-equivalent circuit. While performing the analysis of com-
posites based on Cu7SiS5I, Ag7SiS5I and solid solutions based on them (Cu1−xAgx)7SiS5I, the electrodes-equivalent
circuit was chosen, which is characterized by the presence of the electronic resistance Re, parallelly to which the ca-
pacity of the double diffusion layer Cd is included. It is also characterised by the elements responsible for the ionic
processes: the resistance Rgb and the capacity of the grain boundaries Cgb, the resistance of the grains Rg with the
parallel inclusion of their capacity Cg. Using the Nyquist diagrams and the electrodes-equivalent circuit, the contri-
butions of the ionic and electron components to the total electrical conductivity were separated. It is established that
the dependence of the ionic conductivity on the composition is nonlinear with a minimum on the concentration de-
pendence, and it is almost identical for Cu7SiS5I (2.90 × 10−4 S/cm) and Ag7SiS5I (2.96 × 10−4 S/cm). Electronic
conductivity with an increase in the content of silver is not necessarily decreasing with the downward-bowing, and
its value for Ag7SiS5I is almost two orders smaller than forCu7SiS5I. The analysis of the compositional dependence
of the ratio of the ionic conductivity to the electronic one showed that, due to cation substitution of Cu+ → Ag+, it
nonlinearly increases by more than an order of magnitude.
Conclusions. Polymer composites based on solid solutions (Cu1−xAgx)7SiS5I were prepared. Measurements of elec-
trical conductivity of composites by means of impedance spectroscopy in the frequency range from 20 Hz to 2× 106

Hz and in the temperature range 292 – 338 K were carried out. Frequency dependences of total electrical conductivity
were obtained, Nyquist diagrams were constructed and the dependences analysis were performed. The influence of the
cation substitution of Cu+ → Ag+ on the total electrical conductivity and activation energy, on the electronic and ionic
components of the conductivity of composites based on (Cu1−xAgx)7SiS5I was studied on the basis of compositional
dependences.
Keywords: solid solutions, composites, electrical conductivity, activation, compositional dependence.
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СТРУКТУРА СТЕКОЛ І КОМПОЗИТІВ В
СИСТЕМІ As2S3-Sb2S3-SbI3

Приведені результати мікрораманівських, X–променевих та термографічних досліджень свіжоприготованих
та відпалених стекол в системі As2S3-Sb2S3-SbI3. Встановлена наногетерогенна будова стекол. Кристалізація
стекол відбувається у декілька етапів. Структура фази, яка формується в скляній матриці під час кристалізації,
відповідає структурі кристалічного сульфойодиду стибію. Розміри кристалічних включень SbSI залежать від
термочасових режимів обробки стекол.
Ключові слова: халькогалогенідні стекла, раманівські спектри, структура, кристалізація, сегнетоелектрики.

Вступ

Широкі можливості практичного застосу-
вання (сегнетоситали, нелінійні діелектри-
ки, сенсори різноманітного призначення,
елементи пам’яті, ІЧ та нелінійної опти-
ки) стимулюють одержання та досліджен-
ня композитних матеріалів, наділених се-
гнетоелектричними властивостями. В цьо-
му плані значний інтерес представляють
стекла і аморфні плівки в системі As-Sb-
S-I. В даній системі (по розрізу Sb2S3-
SbI3) утворюється стехіометричний сульфо-
йодид стибію (SbSI), який в кристалічно-
му стані є найбільш яскравим представ-
ником широкого класу сегнетоелектриків-
напівпровідників AVBV ICV II [1].

У склоподібному виді SbSI та спла-
ви (Sb2S3)100−x(SbI)x, за складом близькі до
нього, можна одержати жорстким гартува-
нням розплавів при швидкостях охолодже-
ння ∼ 150–300 К/с і в дуже малих кіль-
костях [2, 3]. Дослідження стекол даної си-
стеми методами дифракції рентгенівських

променів, ІЧ та раманівської спектроско-
пії показали [2, 4–6], що вони мають на-
ногетерогенну будову. Їх матриця побудо-
вана тільки бінарними структурними оди-
ницями SbS3/2 та SbI3 і містить незначну
кількість молекулярних фрагментів з гомо-
полярними зв’язками сірка-сірка. При нагрі-
ванні стекол в інтервалі температур «тем-
пература розм’якшення-температура криста-
лізації» відбувається структурна перебудова
(розрив і перемикання хімічних зв’язків Sb-
S, Sb-I, S-S), яка закінчується формуванням
в скляній матриці потрійних ланцюжкових
угрупувань SbS2/2I, характерних для криста-
лів SbSI [1, 7]. Така структурна перебудо-
ва супроводжується аномаліями на темпера-
турних залежностях діелектричних параме-
трів (ε і tgδ) досліджуваних матеріалів [2].
Кристалізація стекол супроводжується різ-
ким зростанням діелектричної проникності.
На залежностях ε (Т) і tg δ (Т) закриста-
лізованих стекол виявлені особливості, що
свідчать про наявність розмитого сегнето-
електричного фазового переходу. При цьому
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характер особливостей в значній мірі визна-
чається умовами термічної обробки зразків.
Це означає, що на основі стекол системи Sb-
S-I можна одержувати сегнетоактивні ком-
позити з прогнозованими і керованими пара-
метрами.

Однак, практичне застосування скло-
подібного SbSI і стекол системи Sb2S3-SbI3
є обмеженим через технологічні труднощі їх
одержання. Одержання ж у склоподібному
виді халькогенідів та халькогалогенідів арсе-
ну (наприклад, As2S3, As2Se3, AsSI, AsSeI)
не викликає особливих труднощів [8, 9]. То-
му введення арсену (у вигляді As2S3 і AsSI)
у склад сплавів системи Sb-S-I дозволило
суттєво підвищити склоутворювальну зда-
тність змішаних сплавів (As2S3)100−x(SbSI)x
і (Sb2S3)100−x(AsSI)x та розширити коло ма-
теріалів, в яких можливо реалізувати сегне-
тоелектричну фазу в скляній матриці.

В [10–22] було показано, що в стеклах
і плівках систем As2S3-SbSI і Sb2S3-AsSI за
певних умов термічної обробки (неперервне
нагрівання або ізотермічний відпал) та ла-
зерного опромінення формуються нано- та
мікрокристалічні включення сульфойодиду
стибію. При цьому відмітимо, що структур-
них угрупувань SbS2/2I, які могли б висту-
пати в ролі кристалічних зародків, в матри-
ці цих стекол не було виявлено. Процес фор-
мування включень SbSI різної розмірності
супроводжується суттєвими змінами діеле-
ктричних та оптичних параметрів. В [23] по-
казана можливість формування нанорозмір-
них кристалічних включень SbSI в матриці
стекол системи As2S3-SbSI у процесі їх син-
тезу.

З наведених даних видно, що попере-
дні дослідження по формуванню компози-
тів, наділених сегнетоелектричними власти-
востями, проводились для стекол, одним із
компонентів яких є потрійна сполука (SbSI
або AsSI). Як правило, SbSI і AsSI одержу-
ють методом вакуумного плавлення відпо-
відних сумішей Sb2S3 і SbI3 та As2S3 і AsI3,
відповідно [8]. А це додатковий етап у те-
хнологічному процесі одержання стекол. У
зв’язку з цим, цікавою видалась ідея омину-
ти етап одержання потрійної сполуки і син-
тезувати стекла системи As-Sb-S-I по розрі-

зам As2S3-Sb2S3-SbI3 та As2S3-Sb2S3-AsI3.
В даній роботі наведені результати тер-

мографічних, X–променевих і мікрораманів-
ських досліджень умов формування та при-
роди кристалічних включень в матриці сте-
кол системи As2S3-Sb2S3-SbI3 при їх термі-
чній обробці.

Методика експерименту

Стекла системи As2S3-Sb2S3-SbI3 (склади I–
IV) були синтезовані методом вакуумного
плавлення відповідних сумішей попередньо
синтезованих бінарних сполук (табл.1). Ма-
са наважок складала 10 г. При синтезі сте-
кол використовувалось ступінчасте підви-
щення температури. Розплави періодично
перемішувались. As2S3 отримано у вигля-
ді скла охолодженням гомогенізованого про-
тягом 48 год. розплаву від 780 К на пові-
трі. Sb2S3 і SbI3 отримані у вигляді полікри-
сталічних зливків охолодженням гомогені-
зованих розплавів у режимі виключеної пе-
чі. Температури і час гомогенізації розпла-
вів Sb2S3 і SbI3 складали 900 і 445 К та 72
і 12 год., відповідно. Стекла системи As2S3-
Sb2S3-SbI3 отримані охолодженням гомоге-
нізованих протягом 24-36 год. розплавів від
820–850 К у холодній (273 К) воді.

Відпал стекол проводили у вакуумі
при температурах 348 К (12, 24, 48 год.)
та 398 К (1, 2, 5 год.). Температури від-
палу вибирались з урахуванням резуль-
татів досліджень неізотермічної кристалі-
зації стекол. Неізотермічна кристалізація
стекол x(As2S3)y(Sb2S3)z(SbI3) досліджува-
лась методом кількісного диференціально-
термічного аналізу (ДТА) в інтервалі темпе-
ратур 293–700 К. Лінійне нагрівання зраз-
ків здійснювалося за допомогою програмних
регуляторів температури РИФ-101. Точність
вимірювання температури – ± 0.5 К. Кри-
ві ДТА знімались при швидкості нагрівання
3 К/хв. З кривих ДТА визначались темпера-
тури максимумів екзотермічних ефектів.

Дослідження мікрораманівських спе-
ктрів і дифрактограм свіжоприготованих
і відпалених стекол кристалічних мате-
ріалів проводились при кімнатній темпе-
ратурі на спектрометрі Horiba Jobin-Yvon
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(λзб. = 457 нм) і рентгенівському апа-
раті ДРОН-3 з використанням CuKα -

випромінювання (λ = 1, 5418 Å), відпо-
відно.

Табл. 1: Склади стекол системи As2S3-Sb2S3-SbI3 та температури максимумів їх екзотермічних ефе-
ктів.

Молярний вміст
компонентів, мол. %

Атомний вміст елементів, ат. % Температури максимумів
екзотермічних ефектів, KСклад

As2S3 Sb2S3 SbI3 As Sb S I Tcm1 Tcm2 Tcm3

I 45 27,5 27,5 18 17,875 43,5 20,625 339 395 513
II 40 30 30 16 19,5 42 22,5 341 398 530
III 35 32,5 32,5 14 21,125 40,5 24,375 345 396 531
IV 30 35 35 12 22,75 39 26,25 350 403 517

Результати та їх обговорення

На рис. 1 наведений раманівський спектр
скла 40(As2S3)30(Sb2S3)30(SbSI3) (II), зня-
тий при низькій потужності лазерного ви-
промінювання. Він містить інтенсивні смуги
з максимумами при 165 і 318 см−1, менш ви-
ражені смуги при 205 і 480 см−1 і особливість
у вигляді плеча при 360-370 см−1. Подібні
спектри спостерігались для всіх дослідже-
них стекол системи As2S3-Sb2S3-SbI3, а та-
кож для стекол систем As2S3-SbSI [14,17,19],
Sb2S3-AsSI [22]. Відмітимо, що положення
коливних мод при 205, 360–370 і 480 см−1

практично не змінюється при варіації складу
стекол x(As2S3)y(Sb2S3)z(SbI3). Смуги при
165 і 318 см−1 із збільшенням концентрації
стибію та йоду у складі стекол зсуваються
у низькочастотну ділянку раманівського спе-
ктру. Наприклад, для скла IV максимуми цих
смуг знаходяться при 162 і 314 см−1, відпо-
відно.

Основні інтенсивні смуги в спектрах
комбінаційного розсіювання світла скло-
подібних As2S3 і Sb2S3 знаходяться при
343 см−1 [14], і 290 см−1 [22] (293 см−1 [6]),
відповідно. Вони обумовлені коливаннями
атомів As(Sb) і S в тригональних пірамідах
AsS3 та SbS3, пов’язаних між собою двічі
координованими атомами S. Заміщення ато-
мів арсену в As2S3 атомами стибію призво-
дить до закономірного зміщення у низькоча-
стотну ділянку спектру смуги при 343 см−1

[14, 17, 22, 24]. Це дозволяє нам стверджува-
ти, що смуга при 318 см−1 у спектрі скла II
обумовлена коливаннями пар атомів в зміша-

них пірамідальних структурних угрупуван-
нях As(Sb)S3/2.

100 200 300 400 500

I, 
.

.

 

 

 

 

, -1

Рис. 1: Раманівський спектр свіжоприготованого
скла (II).

Інтенсивна смуга при 165 см−1 мо-
же бути приписана коливанням пар ато-
мів в структурних угрупуваннях SbI3 [4, 14,
17, 22]. На користь даного висновку свід-
чить факт зростання її інтенсивності при
збільшенні вмісту Sb і I у складі стекол
x(As2S3)y(Sb2S3)z(SbI3) з одночасним змі-
щенням положення максимуму в ділянку
нижчих частот. Відмітимо, що для полікри-
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сталічного SbI3 подібна гостра смуга в рама-
нівському спектрі знаходиться при 157 см−1

[14]. Водночас, інтенсивність смуги при
205 см−1, пов’язаної з присутністю в матриці
стекол системи As2S3-Sb2S3-SbI3 структур-
них угрупувань AsI3, зменшується. Одержа-
ні результати свідчать про те, що в процесах
хімічної взаємодії елементів системи най-
більш активним є стибій. Зауважимо, що у
залежності від співвідношення компонентів,
йодиди арсену та стибію можуть входити в
структурну сітку скла як у виді дискретних
молекул AsI3 і SbI3, так і у виді молекуляр-
них асоціатів (AsI3)k і (SbI3)k [14,22,25]. Зва-
жаючи на особливості структури кристалі-
чних AsI3 і SbI3 [26], утворення таких лан-
цюжкових асоціатів, які вплітаються у сітку
скла, дуже ймовірне.

Особливіть при 360–370 см−1 в
раманівських спектрах стекол x(As2S3)
y(Sb2S3)z(SbI3) відповідає структурним оди-
ницям As4S4, а слабка смуга при 480 см−1

– фрагментом кілець S8 [14, 24]. В спе-
ктрах комбінаційного розсіювання світла
стекол системи As2S3-Sb2S3-SbI3, як і в спе-
ктрах стекол систем Sb2S3-SbI3 [6], As2S3-
SbSI [14, 17] та Sb2S3-AsSI [22], не виявле-
но особливостей, які могли б свідчити про
наявність в матриці цих стекол потрійних
ланцюжкових структурних одиниць SbS2/2I
(атом Sb зв’язаний з двома атомами S та
одним атомом I, а атом S з двома атомами
Sb), за допомогою яких побудована криста-
лічна гратка сульфойодиду стибію [7].

Наведені дані дозволяють зро-
бити висновок про наногетероген-
ну («квазіевтектичну») будову стекол
x(As2S3)y(Sb2S3)z(SbI3). У побудові їх стру-
ктурної сітки беруть участь тільки бінарні
структурні угрупування AsS3/2, SbS3/2, AsI3,
SbI3, а також незначна кількість молекуляр-
них фрагментів з гомополярними зв’язками
As-As та S-S. На користь молекулярного ха-
рактеру взаємодії між елементами «квазі-
евтектики» свідчать порівняно низькі тем-
ператури розм’якшення стекол даної систе-
ми [27]. Наявність декількох типів структур-
них угрупувань в матриці стекол призво-
дить до їх взаємної деформації і, як наслі-
док, до значної нееквівалентності довжин і

сил зв’язків між атомами. Слід відмітити,
що подібна ситуація характерна навіть для
монокристалів сульфойодиду стибію [7, 28].
Це зумовлює високу податливість стекол до
структурних трансформацій при дії зовні-
шніх чинників (термічна обробка, лазерне
опромінення). Саме структурною релакса-
цією стекол x(As2S3)y(Sb2S3)z(SbI3) та на-
ступною їх кристалізацією можна пояснити
аномалії на температурних залежностях ді-
електричних параметрів [27].

Термографічні дослідження показали,
що кристалізація стекол системи As2S3-
Sb2S3-SbI3 проходить у декілька етапів. На
кривих ДТА стекол фіксуються по три ек-
зотермічні ефекти. Температури максимумів
цих ефектів Tcm1, Tcm2 і Tcm3 наведені в
табл. 1. Видно, що із зміною співвідношен-
ня вмісту компонентів у складі стекол значе-
ння цих параметрів змінюються слабко. Пер-
ший ефект обумовлений утворенням криста-
лічних зародків сульфойодиду стибію. Про
правомірність даного припущення свідчить
той факт, що радіус кристалічного зарод-
ку SbSI складає всього 0.44 нм [3]. Для
склоподібного Sb2S3 ця величина рівна 0.64
нм [3]. Скло As2S3 навіть при набагато ви-
щих температурах не кристалізується [8]. То-
му можна стверджувати, що 2-й екзотермі-
чний ефект пов’язаний із закінченням проце-
су формування нанокристалів SbSI в скляній
матриці. 3-й ефект обумовлений ростом кри-
сталічних включень сульфойодиду стибію.
Не виключена можливість формування при
таких температурах кристалічних включень
сульфіду стибію за рахунок часткової дисо-
ціації йодвміщуючих фрагментів, які беруть
участь у побудові структурного каркасу ком-
позитів [27, 28].

Для підтвердження припущень, ви-
словлених на основі аналізу кривих ДТА,
проведені дослідження дифрактограм і ра-
манівських спектрів відпалених при різних
температурах Tв і за різних часів τв стекол
x(As2S3)y(Sb2S3)z(SbI3). Температури відпа-
лу стекол (348 і 398 К) приблизно відпо-
відають температурам максимумів першого і
другого екзотермічних ефектів (табл.1). Час
відпалу при Tв ∼ Tcm1 вибирався з урахува-
нням результатів досліджень процесів фор-
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мування нанокристалів SbSI в матриці сте-
кол систем As2S3-SbSI та As2Se3-SbSI при
низьких температурах [17].

Дифрактограми відпалених стекол си-
стеми As2S3-Sb2S3-SbI3 наведені на рис. 2.
Для порівняння, на цьому ж рисунку (встав-
ка) наведена дифрактограма полікристалі-
чного SbSI. Як видно з рис. 2, відпал стекол
II і III при 348 К призводить до появи на ди-
фрактограмах рефлексів, які засвідчують на-
явність в їх матриці кристалічних включень
певної природи. Для відпаленого при таких
же умовах скла IV рефлекси більш вираже-
ні. Для скла I слабкі рефлекси проявляються
тільки при тривалому відпалі (τв ≥ 48 год.).
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Рис. 2: Дифрактограми відпалених при різнихTв і
τв стекол системи As2S3-Sb2S3-SbI3 (II-IV) та по-
лікристалічного SbSI (вставка). Tв, (τв: 1 – 348 К,
24 год.; 2 – 348 К, 24 год.; 3 – 348 К, 48 год.; 4 –
398 К, 1 год.; 5 – 398 К, 5 год.

Відпал стекол при більш високій тем-
пературі (398 К) супроводжується зроста-
нням кількості та інтенсивності рефлексів
(рис. 2). При цьому їх положення на ди-
фрактограмах не змінюється. Це означає, що
кількість і, особливо, розміри кристалічних
включень у цьому випадку значно більші,
ніж при низькотемпературному відпалі. До-
слідження показали, що як і у випадку низь-

котемпературного відпалу, рефлекси на ди-
фрактограмах відпалених при 398 К стекол
стають більш вираженими при зростанні ча-
су відпалу та концентрації Sb і I у складі
стекол. Порівняння дифрактограм відпале-
них стекол x(As2S3)y(Sb2S3)z(SbI3) з дифра-
ктограмою полікристалічного SbSI (рис. 2,
вставка) дозволяє стверджувати, що структу-
ра фази, що утворюється в скляній матриці
при відпалі, відповідає структурі кристалі-
чного сульфойодиду стибію. Про це свідчить
досить добре співпадіння положень рефле-
ксів на дифрактограмах відпалених стекол з
положенням інтенсивних ліній на дифракто-
грамі полікристалічного SbSI.
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Рис. 3: Раманівські спектри відпаленого при 398
К протягом 2 год (1) і при 348 К протягом 48 год.
(2) скла IV та полікристалів SbSI і SbI3 (вставка).

Такий же висновок випливає з ре-
зультатів досліджень коливних спектрів від-
палених стекол x(As2S3)y(Sb2S3)z(SbI3). На
рис. 3 наведені раманівські спектри відпале-
ного при 398 К протягом 2 год. (крива 1) і
при 348 К протягом 48 год. (крива 2) скла
IV. Для інших складів одержані подібні ре-
зультати. На цьому ж рисунку (вставка) наве-
дені раманівські спектри полікристалів SbSI
та SbI3. Спектри відпаленого за різних умов
скла IV містять чітко виражені смуги при 55,
72, 113, 139 і 320 см−1, слабкі смуги при 362
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і 480 см−1 та особливості при 150, 220–230 і
272 см−1. Для інших складів раманівські спе-
ктри практично ідентичні, а різниця в поло-
женні максимумів цих смуг складає 1-2 см−1.
Всі ці смуги (за виключенням смуг при 362 і
480 см−1 та особливості при 220–230 см−1)
виявлені в раманівських спектрах полікри-
сталу SbSI (56, 108, 138, 157, 272 і 318 см−1)
(рис. 3, вставка) та монокристалу SbSI, вимі-
ряних при 300 К в різних конфігураціях (51,
66, 107, 137, 149, 319 см−1) [29, 30]. Це свід-
чить про те, що структура кристалічної фа-
зи, яка формується в матриці стекол систе-
ми As2S3-Sb2S3-SbI3 при їх відпалі, відповід-
ає структурі сульфойодиду стибію.

Як уже відмічалося, смуга при 480 см−1

пов’язана з присутністю вматриці стекол
x(As2S3)y(Sb2S3)z(SbI3) фрагментів кілець
сірки. Смуга при 362 см−1 відповідає стру-
ктурним одиницям As4S4 [24]. При цьому
відмітимо, що у відпалених стеклах з біль-
шим вмістом As2S3 її інтенсивність вища.
Про наявність в структурі відпалених сте-
кол системи As2S3-Sb2-S3-SbI3 значної кіль-
кості структурних одиниць з гомополярни-
ми зв’язками As-As і S-S може свідчити при-
сутність в раманівських спектрах особливо-
стей при 150 та 220–230 см−1. Підтвердже-
нням даного висновку можуть служити ре-
зультати досліджень спектрів комбінаційно-
го розсіювання світла склоподібного сульфі-
ду миш’яку, одержаного жорстким гартуван-
ням розплаву [24]. В спектрах даного матері-
алу проявляються смуги при 220 і 231 см−1,
які відповідають коливанням пар атомів в
структурних угрупуванням S8 і As4S4, та
смуга при 150 см−1, яку можна віднести до
коливань ланцюжків сірки.

Цікава природа смуги при 272 см−1

в раманівських спектрах відпалених стекол
x(As2S3)y(Sb2S3)z(SbI3) (рис. 3). Вона відсу-
тня в раманівських спектрах кристалів і сте-
кол As2S3 , α− і β-As4S4, однак спостеріга-
ється в спектрах парів As2S3, сублімованих
кристалічних плівок As4S3, плівок As2S3,
одержаних в дуже нерівноважних умовах
напилення, та плівок As2S3, напилених на
підкладки з хромом [24]. Це дозволяє зро-
бити припущення, що при структурній пе-
ребудові, яка проходить в стеклах системи

x(As2S3)y(Sb2S3)z(SbI3) при їх нагріванні чи
відпалі, не виключена можливість утворен-
ня деякої кількості молекулярних груп As4S3
з гомополярними зв’язками As-As.

Одержані результати досліджень кри-
вих ДТА, дифрактограм і раманівських спе-
ктрів дозволяють стверджувати, що фор-
мування потрійних ланцюжкових одиниць
SbS2/2I, характерних для кристалічного
SbSI, в матриці стекол систем As2S3-Sb2S3-
SbI3 відбувається в результаті їх структурної
релаксації при розм’якшенні, яка супрово-
джується розривом та перемиканням гомо-
полярних і гетерополярних хімічних зв’язків
у бінарних структурних угрупуваннях, яки-
ми визначається будова стекол даної систе-
ми. При цьому, структурна перебудова су-
проводжується дифузією атомів на відстані
порядку міжатомних.

Одночасно з формуванням нанокри-
сталічних включень SbSI в скляній матри-
ці відбувається і структурна перебудова са-
мої матриці. Про це свідчать суттєві відмін-
ності в раманівських спектрах свіжопригото-
ваних і відпалених стекол. В спектрах від-
палених стекол з’являються слабка особли-
вість при 150 см−1 і розмита особливість в
ділянці 220-230 см−1 (рис. 3), а особливість
при 360-370 см−1 у спектрі свіжопригото-
ваного скла (рис. 1) трансформується у до-
волі виражену смугу при 362 см−1 (рис. 3).
Як уже відмічалося, інтенсивність цієї сму-
ги при збільшенні вмісту сульфіду арсену у
складі стекол зростає. Наведені дані дозволя-
ють припустити, що матриця відпалених сте-
кол, в якій сформовані кристалічні включе-
ння SbSI різної розмірності, визначається в
основному структурними одиницями As4S4
та фрагментами ланцюжків і кілець сірки.
Не виключена можливість участі у форму-
ванні структурної сітки і молекулярних груп
As4S3.

Висновки

Встановлено, що стекла системи As2S3-
Sb2S3-SbI3 мають наногетерогенну будову.
Їх матриця побудована тільки бінарними
структурними угрупуваннями As(Sb)3/2, мі-
стить окремі молекули AsI3, SbI3 або асо-
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ціати на їх основі та незначну кількість
структурних фрагментів з гомополярними
зв’язками As-As і S-S. Кристалізація стекол
проходить у декілька етапів. При нагріван-
ні (відпалі) стекол відбувається розрив і пе-
ремикання хімічних зв’язків в угрупуваннях,
які визначають їх структуру ближнього по-
рядку, та формуванням нанокристалів суль-
фойодиду стибію. Змінюється при цьому і

структура скляної матриці. Вона визначає-
ться в основному структурними угрупуван-
нями As4S4, пов’язаними між собою за допо-
могоюфрагментів ланцюжків або кілець ато-
мів сірки. Із збільшенням температури і ча-
су відпалу розміри кристалічних включень
сульфойодиду стибію в скляній матриці зро-
стають.
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СТРУКТУРА СТЕКОЛ И КОМПОЗИТОВ В
СИСТЕМЕ As2S3-Sb2S3-SbI3

Приведены результаты микрорамановских, X-лучевых и термографических исследований свежеприготовлен-
ных и отожженных стекол в системе As2S3-Sb2S3-SbI3. Установлено наногетерогенное строение стекол. Кри-
сталлизация стекол происходит в несколько этапов. Структура фазы, которая формируется в матрице стекла в
процессе кристаллизации, соответствует структуре кристаллического сульфоиодида стибия. Размеры кристал-
лических включений SbSI зависят от термочасовых режимов обработки стекол.
Ключевые слова: халькогалогенидные стекла, рамановские спектры, структура, кристаллизация, сегнетоэле-
ктрики.
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STRUCTURE OF GLASSES AND COMPOSITES IN
As2S3-Sb2S3-SbI3 SYSTEM

Purpose. Composites on the basis x(As2S3)y(Sb2S3)z(SbI3) glasses are suitable for creation of ferroelectric glass-
ceramics, nonlinear dielectrics, memory media, elements for infrared and nonlinear optics, various sensors. This paper
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presents the results of thermal, X-ray diffraction and Raman studies of the conditions of formation and nature of
crystalline inclusions in the glass matrix of the As2S3–Sb2S3-SbI3 system during their thermal treatment.
Methods. Differential thermal analysis (DTA), Raman and X-Ray diffraction spectroscopy. DTA curves were carried
out in the temperature interval of 293–700 K. Heating rate was equal 3 K/min.
Results. Danoheterogenous structure of glasses in As2S3-Sb2S3-SbI3 system established on the basis of Raman spectra
investigations. Their structural network is formed by only binary structural groups with heteropolar bonds (AsS3/2,
SbS3/2, SbI3, AsI3) and contains a certain amount molecular fragments with homopolar As-As and S-S bonds (As4S4,
S8).
It has been established that the crystallization of glasses takes place in several stages. DTA curves of glasses recorded at
3 K/min revealed three exothermic effects. For example, for 40(As2S3)30(Sb2S3)30(SbI3) glass temperatures maxima
of these effects are equal 341, 398 and 530 K. The first and second effects are less pronounced due to nucleus formation
and the formation of nanocrystals in glass matrix.
The structure of the phase that arises in the glass matrix at annealing (348 and 398 K) corresponds to the structure of
the crystalline SbSI. The formation of triple units SbS2/2I occurs as a result of the glass structural relaxation during its
softening, which is accompanied by breaking and switching of homopolar and heteropolar chemical bonds in the binary
groups that form the structural network of glasses. This process is accompanied by the diffusion of atoms in a distances
of interatomic order. The sizes of antimony sulfoiodsde crystalline inclusions increase with annealing temperature and
annealing time. The matrixes of the annealed As2S3-Sb2S3-SbI3 system glasses, in which crystalline SbSI inclusions
of different dimensions are formed, are determined mainly by As4S4 structural groups linked together by fragments of
chains or rings of sulfur atoms.
Conclusions. DTA curves, X–ray powder diffraction patterns and Raman spectra of glasses in As2S3-Sb2-S3-SbI3
were investigated. The nanoheterogeneous structure of glasses was established. The crystallization of glasses takes
place in several stages. The structure of the phase that arises in the glass matrix at annealing corresponds to the structure
of crystalline antimony sulfoiodide. The sizes of SbSI crystalline inclusions are dependent on the heat treatment
regimes.
Keywords: chalcohalogenide glasses, Raman spectra, structure, crystallization, ferroelectrics.
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ДОСЛІДЖЕННЯ ЗБУДЖЕННЯ ІЗОМЕРНОГО
СТАНУ 11/2− ЯДРА 137Ва В РЕАКЦІЇ (γ, γ′)m

Виконане теоретичне та експериментальне дослідження перерізу збудження ізомерного стану 11/2− ядра 137Ва
в реакції (γ, γ′)m. Експериментальне дослідження проводилося на гальмівному пучку мікротронуМ-30 в обла-
сті енергій 4–17 МеВ.
Ключові слова: атомне ядро, ядерні реакції, переріз, гігантський дипольний резонанс, гальмівний гамма-
спектр, ізомерне відношення.

Вступ

Процеси розсіювання гамма-квантів атомни-
ми ядрами зв’язані з основними проблема-
ми ядерної фізики: структурою ядра і меха-
нізмами його збудження. Цими обставинами
в значній мірі і визначається постійний інте-
рес дослідників до даної проблеми [1].

Розсіювання фотонів атомними ядрами
є універсальним процесом, що відбувається
на всіх ядрах і при всіх енергіях. Воно може
відбуватися із зміною (непружнє) і без змі-
ни енергії фотона (пружнє). Ізомерні ядерні
рівні збуджуються в непружніх процесах.

В останній час помітно зріс інтерес до
вивчення збудження ізомерних станів ядер в
реакціях (γ, γ′), як з точки зору вивчення їх
механізмів збудження та уточнення перері-
зів збудження реакцій (γ, γ′)m, так і з метою
їх прикладного використання в т.ч. в акти-
ваційних аналізах [2–4]. Відомо, що реакції
(γ, γ′)m йдуть зі значною ймовірністю при
енергіях гамма-квантів нижче порогів (γ, n)
або (γ, p) реакцій, які є джерелом утворен-
ня радіоактивних ядер і відповідно заважа-
ючого гамма-фону. При такому використан-
ні реакції (γ, γ′) зовсім не активують широко
розповсюджені елементи, які зазвичай при-
сутні в дослідних зразках матриці. Тому ви-
являється можливим досягнути високої чут-

ливості активаційного аналізу, недивлячись
на присутність значних домішок сторонніх
елементів.

Дана робота присвячена експеримен-
тальному і теоретичному дослідженням пе-
рерізу збудження ізомерного стану ядра
137Ва в реакції 137Ва(γ, γ′)137mВа в області
Е1-гігантського резонансу. Метастабільний
стан 137Ва має спін-парність 11/2−, енергію
E = 0, 661МеВ і період напіврозпаду T1/2 =
2, 55 хв [5].

Методика експерименту

Pобота виконувалася на пучку гальмівних
гамма-квантів мікротрону М-30 ІЕФ НАН
України в області енергій 4 – 17 МеВ. Роз-
кид енергій прискорених електронів стано-
вив ±(5 – 20) кеВ і визначався фазовими ко-
ливаннями, амплітуда яких при числі орбіт
n > 3 практично не залежить від їх числа [6].

Зміна енергії прискорених електронів
здійснювалась двома методами: у широких
межах – зміною числа орбіт, які проходять
електрони, тобто зміною числа хвильовод-
них вставок і в малих межах – зміною ве-
личини провідного магнітного поля і відпо-
відною зміною величини прискорювально-
го потенціалу в резонаторі. Індукція магніт-
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ного поля вимірювалася методом ядерного
магнітного резонансу, при цьому похибка
виміру не перевищувала ±0,1%.

Більш ранні роботи з вивчення пе-
рерізів реакції (γ, γ′)m виконувалися на
бетатронах і синхротронах [7–9]. При від-
носно меншій інтенсивності гальмівного
гамма-пучка важливою властивістю і пере-
вагою цих експериментів була незмінність
напрямку прольоту гамма-пучка. Перевагою
мікротрону є суттєво більша інтенсивність
гальмівного гамма-випромінювання (∼ 2 по-
рядки). Але при зміні енергії прискореного
електронного пучка шляхом зміни напруже-
ності провідного магнітного поля відбуває-
ться деяка зміна напрямку пучка, що вимагає
контролю і корекції.

Пучок прискорених електронів, що ви-
водився з прискорювача падав на танталову
гальмівну мішень товщиною 0,5 мм. Для
контролю електронного пучка використову-
вався монітор вторинної емісії, розташова-
ний безпосередньо перед вікном виводу пуч-
ка з мікротрону. Гальмівний пучок форму-
вався залізним коліматором товщиною 30
см. Для очищення γ-пучка від електронів
використовувався графітовий поглинач тов-
щиною 7 см. В якості прохідного моніто-
ра гамма-пучка використовувалася іонізацій-
на камера, розташована безпосередньо перед
досліджуваним зразком. Вона калібрувалася
товстостінною алюмінієвою абсолютною ка-
мерою з об′ємом чутливої щілини 4,38 см3

[10, 11], апаратурна функція якої враховува-
ла наявність в пучку графітового поглинача.

Вимірювання зводилося до наступної
процедури: в момент установки дослідно-
го зразка в пучок одночасно включалася
реєстрація інтенсивності гамма-випроміню-
вання, що пройшло через дослідну мішень.
Після встановленого часу опромінення зра-
зок доставлявся транспортним пристроєм в
вимірювальний блок на гамма-спектрометр.
Всі операції: установка зразка на опроміне-
ння, транспортування, вимірювання наведе-
ної активності, час вимірювання здійснюва-
лися автоматично. Ідентифікація заселенос-
ті ізомерних рівнів 137Ва здійснювалася по

лінії з енергією 0,661 МеВ. Більш детально
методика експерименту приведена в роботах
[12, 13].

Досліджувані мішені являли собою
диски порошкоподібного вуглекислого ба-
рію BaCO3 вагою 2 г запресовані в капро-
лонові касети діаметром 30 мм. Викорис-
товувалися ізотопічно збагачені зразки Ба-
рію. При цьому при дослідженні реакції
137Ва(γ, γ′)137mВа в склад мішені входили
(82,2±0,05)% ізотопу 137Ва і (17,49±0,02)%
ізотопу 138Ва.

Оскільки в досліджуваних зразках
137Ва був присутній в якості домішки ізо-
топ 138Ва, то паралельно з вимірюванням
виходу реакції (γ, γ′) вище порогу реакції
(γ, n) проводилося вимірювання виходу ре-
акції 138Ва(γ, n)137mВа (мішень складалася
з (99,8±0,05)% процентів ізотопу 138Ва), що
дозволяло вносити відповідні поправки у ви-
хід реакції (γ, γ′)m.

Експериментальні результати і їх
аналіз

Експериментальна крива вимірювання вихо-
ду реакції 137Ва(γ, γ′)137mВа проводилися з
кроком 0,5 МеВ і була використана для роз-
рахунку перерізу σm(E) реакції (γ, γ′)m. Об-
числення проводилося методом Пенфолда-
Лісса [11] з кроком E = 1 MеВ. Одержа-
ний переріз реакції 137Ва(γ, γ′)137mВа приве-
дений на рис. 1. Вказані на рис. 1 похибки
стандартні. Як видно з рис. 1 переріз реакції
137Ва(γ, γ′)137mВа в інтервалі енергій гамма-
квантів 5 – 18 МеВ має двогорбий хара-
ктер. Перший максимум при енергії 7,0 МеВ
досягає 0,78 ± 0,04 мб, другий – широкий
максимум при енергії ∼ 15,0 МеВ становить
0,22±0,10 мб.

З метою порівняння одержаних експе-
риментальних даних з теоретичними розра-
хунками нами за допомогоюпрограмного па-
кета TALYS – 1.9 [14] розрахований повний
переріз розсіювання гамма-квантів σtot

scat на
ядрі 137Ва. Програма TALYS – 1.9 – зібра-
ний в одному коді пакет сучасних моделей,
що описують процес ядерних реакцій.
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Рис. 1: Експериментальний переріз реакції 137Ва(γ, γ′)137mВа.

При розрахунках повного перерізу реа-
кції 137Ва(γ, γ′)137Ва використовувалась на-
ступна схема: на ядро-зразок з параметрами
(Zi, Ni) і спін-парністю (Ji, πi) падає гамма-
квант з енергією Eγ (Eγ = Ec) і ство-
рюється ядро (компаунд) із значенням спіну
і парності (Jc, πc), а далі розраховується пов-
ний переріз фотопоглинання σtot, для опи-
су якого використовуються одержані експе-
риментальні параметри гігантських резонан-
сів [15]. Вважається, що розпад збуджено-
го ядра відбувається за рахунок двох кана-
лів: нерівноважного процесу [16] і статис-
тичного механізму Хаузера-Фешбаха [17].
Густина рівнів розраховувалась за допомо-
гою моделі Фермі-газу зі зміщенням по енер-
гії [18]. Спектр низькорозташованих рівнів
враховувався. До енергії збудження 3 МеВ
бралися рівні з бази даних RIPL-3. Для роз-
рахунку конкуренції радіаційного каналу і
каналів з вильотом інших частинок обчис-

лювались передаточні коефіцієнти, які вхо-
дять в модель Хаузера-Фешбаха. Радіацій-
ні силові функції, що входять в передаточні
коефіцієнти бралися для Е1-переходів у ви-
ді узагальненого лоренціана запропоновано-
го Копецким і Углем [19], для переходів ін-
ших мультиполів використовувалась форму-
ла Акселя-Брінка [20, 21]. Результати розра-
хунку повного перерізу розсіювання гамма-
квантів σtot

scat в реакції 137Ва(γ, γ′)137Ва при-
ведені на рис. 2. Як видно з рис. 2 характер
енергетичної залежності перерізу σtot

scat реак-
ції (γ, γ′) в загальних рисах повторює одер-
жаний нами експериментальний переріз ре-
акції 137Ва(γ, γ′)137mВа (рис. 1). В повному
перерізі розсіювання також спостерігаються
два максимума – при енергіях 7,0 МеВ і 15,0
МеВ, але при цьому σtot

scat складає в макси-
мумі 10,3 мб при E = 7, 0 МеВ і 1,5 мб при
E = 15, 0 МеВ, що суттєво більше ніж в ре-
акції (γ, γ′)m.
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Рис. 2: Повний переріз розсіювання гамма-квантів σtot
scat в реакції (γ, γ′).

Одержаний нами експерименталь-
ний переріз реакції (γ, γ′)m дозволяє
одержати для каналу розсіювання оцінку
експериментального ізомерного відношен-
ня r = σm/σ

tot
scat і порівняти з розрахунками.

Апроксимація перерізу повного поглинання
гамма-квантів ядрами σtot лоренцовою кри-
вою задовільно описує експериментальні да-
ні на віддалі одної-двох ширин від максиму-
му гігантського Е1-резонансу, тому є можли-
вість, використовуючи літературні експери-
ментальні дані по повним перерізам фотопо-
глинання (повним фотонейтронним перері-
зам) для ядер барію-138 [22], оцінити експе-
риментальне ізомерне відношення розсію-
вання r = σm/σ

tot
scat в області порогу реакції

137Ва(γ, γ′)137mВа, оскільки в області порогу
реакції (γ, n) і нижче повний переріз фото-
поглинання вичерпується повним перерізом
розсіювання σtot

scat. Із-за відсутності експе-
риментального перерізу σtot для барію-137
в якості його значень бралися повні пере-
різи для 138Ва. Так як ядра 137Ва і 138Ва є
сусідніми і не лежать в перехідній області,
то завдяки слабій залежності параметрів гі-

гантського резонансу від маси ядер , таке ви-
користання являється допустимим. Одержа-
не нами ізомерне відношення r = σm/σ

tot
scat

для каналу розсіювання для енергії фото-
нів E = 7, 0 МеВ складає 0,085 ± 0,02 і
приведене точкою на рис. 3. На цьому ж
рисунку приведені результати розрахунку
ізомерних відношень по статистичній тео-
рії Фермі-газу в дусі роботи [23]. При цьому
робились наступні допущення: поглинається
дипольний гамма-квант, ядро переходить в
стан із спіном (Jc, πc). Збудження утвореного
дочірнього ядра знімається каскадом гамма-
переходів, останній з яких (вирішальний) за-
селяє основний або ізомерний стан.

При розрахунках спінова частина гус-
тини ядерних рівнів бралася із формули
Бете-Блоха [24]:

ρ(J) = (2J + 1) · exp
[
− J + 1/2

2σ2

]
,

де σ – параметр обмеження по спіну, який у
відповідності з [24] обчислюється за форму-
лою:

σ2 = 0, 0889
√
aU · A2/3,
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тут a – параметр густини рівнів, A – масове
число, U – ефективна енергія збудження. Се-
реднє число гамма-переходів в каскаді обчи-
слювалося за формулою для дипольного ви-

промінювання [25]:

N =
1

2

√
aU.

Рис. 3: Ізомерне відношення реакції 137Ва(γ, γ′)137mВа.

Більш детально опис результатів для
обчислення ізомерних відношень в реакції
(γ, γ′) приведено в роботі [26].

На рис. 3 крива 1 – це результат роз-
рахунку залежності ізомерних відношень пе-
рерізів реакції 137Ва(γ, γ′)137mВа від енергії
гамма-квантів при фіксації параметра обме-
жень спіну σ на рівні σ2 = 9, крива 2 – на
рівні σ2 = 6.25. Треба відзначити, що змен-
шення параметру σ покращує узгодження з
експериментом. Обидві криві демонструють
схожу залежність r від енергії фотонів. Із ри-
сунку видно, що розрахунки по статистич-
ній моделі вказують на плавний ріст ізомер-
ного відношення r з ростом енергії гамма-
квантів, що зв′язано із збільшенням кіль-
кості переходів в гамма-каскаді, що засе-
ляє ізомерний стан. Крива 3 на рис. 3 – це

віднормована на експериментальне ізомер-
не відношення при Е=7,0 МеВ крива 2. Та-
ка крива дозволяє достатньо надійно оціни-
ти ізомерне відношення перерізів в реакції
(γ, γ′) при більш високих енергіях гамма-
квантів (10 – 18МеВ), а відповідно, викорис-
товуючи теоретичний повний переріз роз-
сіювання розрахувати теоретичний переріз
збудження ізомерного стану реакції (γ, γ′)m
для ізотопу 137Ва. На рис. 4 суцільною лі-
нією приведений результат розрахунку пе-
рерізу збудження ізомерного стану в реакції
137Ва(γ, γ′)137mВа. Видно, що він задовільно
узгоджується з експериментальними даними
як в інтервалі 5 – 8 МеВ так і в області 15 –
16 МеВ, тобто в області максимуму гігант-
ського дипольного резонансу.
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Рис. 4: Порівняння експериментального і теоретичного перерізів в реакції 137Ва(γ, γ′)137mВа.

Висновки

В результаті проведених досліджень одержа-
на залежність перерізу збудження ізомерно-
го стану 11/2– ядра 137Ва в реакції (γ, γ′)m.
Експериментальне дослідження проводило-
ся на гальмівному пучку мікротрону М–
30 в області енергій 5 – 18 МеВ. Перший
максимум в перерізі співпадає з порогом
реакції (γ, n) на ядрі 138Ва. Він формує-
ться з одного боку загальним ростом пере-
різу фотопоглинання в області 5 – 7 МеВ об-
умовлений гігантським дипольним резонан-
сом із другого – спадом перерізу розсію-
вання вище 7 МеВ, викликаний конкуренці-
єю каналів непружнього розсіювання гамма-
квантів і (γ, n) реакції.

Другий максимум скоріш за все
зв′язаний з загальним ростом перерізу фото-
поглинання σtot в області максимуму гігант-
ського Е1-резонансу і відповідно з загальним
ростом повного перерізу розсіювання гамма-
квантів на ядрі 137Ва в цій області енергій.

В досліджуваному інтервалі енергій
проведено розрахунки перерізів розсіювання
гамма-квантів на ізотопі 137Ва по програмі
TALYS–1.9, які доповнили обчислення ізо-
мерних відношень в рамках статистичного
підходу. Одержаний розрахунковий переріз
реакції (γ, γ′)m добре узгоджується з екс-
периментальними даними. Таке узгодження
скоріш за все свідчить про домінування ста-
тистичного механізму в досліджуваній реак-
ції.
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ВОЗБУДЖЕНИЕ ИЗОМЕРНОГО СОСТОЯНИЯ
11/2− ЯДРА 137Ва В РЕАКЦИИ (γ, γ′)m

Исполнено теоретическое и экспериментальное исследование сечения возбуждения изомерного состояния 11/2−
ядра 137Ва в реакции (γ, γ′)m. Экспериментальное исследование проводилось на тормозном пучке гамма-
квантов микротрона М-30 в области энергий 4–17 МэВ.
Ключевые слова: атомное ядро, ядерные реакции, сечение, гигантский дипольный резонанс, тормозной гамма-
спектр, изомерное отношение.
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INVESTIGATION OF THE 11/2− ISOMERIC STATE
EXCITATION OF THE 137Ba NUCLEUS IN THE

(γ, γ′)m REACTION

Purpose. To determine the (γ, γ′)m reaction cross section dependence on the gamma-quanta energy for the 137Ba
nucleus.
Methods.Activation analysis used for the measurement of the reaction output channels.
Results.This paper presents measurement results for the experimental determination of the 137Ba(γ, γ′)137mBa reac-
tion cross section in the regionEγmax = 5−18MeV for the maximum energies of the bremsstrahlung gamma-spectra.
The work was performed on a beam of M-30 microtron electron accelerator Bremsstrahlung gamma rays. The energy
dispersion of the accelerated electrons was ±(5–20) keV. The induction of the magnetic field of the accelerator and
the corresponding energy of the accelerated electrons were determined by the method of nuclear magnetic resonance,
and the measurement error did not exceed ±0.1%. The experimental yield curve of the reaction 137Ba(γ, γ′)137mBa
was measured in 0.5 MeV increments and was used to calculate the cross section σm(E) of the reaction (γ, γ′)m. Cal-
culations of σm(E) were performed by the Penfold-Leiss method. The obtained experimental results were compared
with theoretical calculations performed using the TALYS–1.9 software.
Conclusion. In the obtained cross-sections a peak can be observed with a maximum of 0.8 mb at 7.0 MeV, and a
smaller peak with a maximum at 15 MeV. The observation, that the theoretical cross section closely follows the ex-
perimental data points to the domination of the statistical mechanism in the (γ, γ′)m reaction.
Keywords: nuclear reaction, isomeric yield ratio, giant dipole resonance, Bremsstrahlung gamma-spectrum.
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ДВОШАРОВІ МІШЕНІ ДЛЯ ФОРМУВАННЯ
ПУЧКІВ ВИСОКОЕНЕРГЕТИЧНИХ ФОТОНІВ НА

ЕЛЕКТРОННОМУ ПРИСКОРЮВАЧІ –
МІКРОТРОНІ М-30

Проведені експериментальні дослідження поглинання електронів в одно-(C (7 ÷ 46 мм), Al (8 ÷ 48 мм), Ta
(0.1 ÷ 1 мм)) та двошарових (Ta (1 мм) + C (7 ÷ 46 мм)) і Ta (1 мм) + Al (8 ÷ 40 мм)) мішенях на електрон-
ному прискорювачі – мікротроні М-30 для області енергій електронів 6.5 ÷ 17.75 МеВ. Додатково, проведені
дослідження поглинання високоенергетичних фотонів одношаровими мішенями (C (20 мм), Al (20 мм)) з ви-
користанням активаційних детекторів. Встановлені оптимальні параметри двошарових мішеней (Ta + C і Ta
+ Al) для формування «чистих» пучків гальмівного випромінювання у зазначеній області енергій.
Ключові слова: мікротрон, гальмівне випромінювання, залишкові електрони, поглинання електронів, двоша-
рові мішені.

Вступ

Гальмівне випромінювання, отримане на
електронних (лінійних) прискорювачах чи
мікротронах,широко застосовується для екс-
периментальних досліджень характеристик
фотоядерних реакцій (область енергій гі-
гантського дипольного резонансу), а також
для вирішення прикладних задач [1–4].

Для отримання пучків гальмівного ви-
промінювання на електронних прискорюва-
чах використовують конвертери (гальмівні
мішені) з тугоплавких металів (W, Ta, Pt)
з великим зарядовим числом Z [4–8]. Ви-
хід гальмівного випромінювання залежить
від енергії електронів, струму електронно-
го пучка, матеріалу мішені та його ефектив-
ної товщини. Оптимальна товщина конвер-
тера (коли вихід гальмівного випромінюван-
ня є максимальним) становить – 0,3÷0,5 ве-
личини пробігу електронів в речовині, з якої
він виготовлений [6–8]. Саме цим обумов-
лена наявність залишкових електронів у пу-

чках гальмівного випромінювання [9].
При взаємодії прискорених електро-

нів з гальмівноюмішенню, конструкційними
матеріалами прискорювача і повітрям відбу-
вається їх розсіяння і перерозподіл енерге-
тичного спектру. Крім того, залишкові еле-
ктрони, потрапляючи на досліджувані міше-
ні, додатково ініціюють в них електроядерні
та фотоядерні реакції [10], які є джерелом си-
стематичних похибок експерименту та при-
зводять до руйнування самих джерел.

У зв’язку з цим, виникає необхідність
очистки пучків гальмівного випромінюван-
ня від залишкових електронів. Для зменше-
ння числа електронів, які попадають на до-
сліджувану мішень, без значного ослаблення
інтенсивності гальмівного випромінюван-
ня, використовують матеріали з малим заря-
довим числом Z (C, Al) [1, 2, 11, 12]. Тому
при дослідженні характеристик фотоядер-
них реакцій на електронних прискорюва-
чах виникає необхідність формування «чи-
стих» пучків гальмівного випромінювання
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в місці розташування досліджуваних міше-
ней по їх площині. Реалізація вказаної зада-
чі досягається шляхом застосування комбі-
нованих (двошарових) мішеней, які викори-
стовуються для генерації пучка гальмівного
випромінювання та його очистки від зали-
шкових електронів.

Метою представленої роботи є вста-
новлення оптимальних параметрів двоша-
рових мішеней для формування «чистих»
пучків високоенергетичних фотонів на еле-
ктронному прискорювачі –- мікротроні М-30
для області енергій 6.5 ÷ 17.75 МеВ.

Експериментальні дослідження
поглинання електронів одно- та
двошаровими мішенями

Для реалізації вказаної задачі були проведе-
ні експериментальні дослідження поглинан-
ня прискорених електронів для матеріалів, з
яких виготовлялися гальмівна мішень – тан-
тал (Ta) і фільтри для очистки пучка від за-
лишкових електронів – вуглець (C, ρ = 1.73
г/см3), алюміній (Al), та їх комбінацій (Ta
+ C і Ta + Al). У якості гальмівної міше-
ні, завдяки його ядерно-фізичним характери-
стикам, використовувався тантал [13]. Вибір
вуглецю (реакторного графіту) [14,15] й алю-
мінію, як матеріалів фільтрів для поглинан-
ня залишкових електронів, обумовлений їх
високими енергетичними порогами і малими
перерізами взаємодії з гальмівним випромі-
нюванням по каналах фотоядерних реакцій
[10], а також їх високою радіаційною стійкі-
стю та низькою вартістю. Крім того, ці мате-
ріали поглинають низькоенергетичні фотони
без суттєвої деформації високоенергетичної
частини спектру гальмівного випромінюван-
ня [1,11,12] та можуть слугувати отриманню
однорідних полів випромінювання [10].

Характеристики мішеней

Експериментально коефіцієнт поглинання
електронів в досліджуваних мішенях визна-
чався методом пропускання на мікротроні
М-30 при енергіях електронів 6.4; 9.75; 12.7;
14.9; 17.75 МеВ. Вимірювання виходів при-
скорених та залишкових електронів, що про-

йшли шар поглинаючого матеріалу, прово-
дилися за допомогою монітора вторинної
емісії (прохідною камерою) та циліндром
Фарадея, відповідно. Сигнал монітора вто-
ринної емісії калібрувався по сигналу ци-
ліндра Фарадея в процесі вимірів. При про-
ведені експериментальних досліджень вико-
ристовувалися диски металічного алюмінію
(діаметр – 39 мм, товщина – 8÷ 48 мм, ) і ре-
акторного графіту (діаметр – 39 мм, товщина
– 7 ÷ 46 мм), та квадратні танталові пласти-
ни (ребро – 30 мм, товщина – 0.1 ÷ 1 мм). У
випадку двошарових мішеней використову-
валася комбінація танталу (товщина – 1 мм)
та алюмінію (товщина – 8 ÷ 40 мм) або ву-
глецю (товщина – 7 ÷ 39 мм). За результа-
тами експериментальних досліджень та мо-
делювання за допомогою сучасних обчислю-
вальних програм [6–8] було визначено, що
для формування пучків гальмівного випро-
мінювання для області енергій 6.5 ÷ 17.75
МеВ оптимальна товщина Ta становить – 1
мм.

Методика експерименту

Експериментально коефіцієнт поглинання
електронів в досліджуваних мішенях визна-
чався методом пропускання на мікротроні
М-30 при енергіях електронів 6.4; 9.75; 12.7;
14.9; 17.75 МеВ. Вимірювання виходів при-
скорених та залишкових електронів, що про-
йшли шар поглинаючого матеріалу, прово-
дилися за допомогою монітора вторинної
емісії (прохідною камерою) та циліндром
Фарадея, відповідно. Сигнал монітора вто-
ринної емісії калібрувався по сигналу цилін-
дра Фарадея в процесі вимірів.

Коефіцієнти пропускання (Te) та по-
глинання (Ae) визначалися за формулами:

Te = ICF/IMSE, (1)

Ae = (1− Te) · 100%, (2)

де IMSE і ICF – сигнали від монітора вторин-
ної емісії та циліндра Фарадея, відповідно.

На рис. 1 представлено схему вимірів
коефіцієнта пропускання електронів одно-
шаровими та двошаровими мішенями на мі-
кротроні М-30, де 1 – мікротрон М-30, 2 –
монітор вторинної емісії, 3 – вихідне вікно
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вузла виводу, 4 – місце встановлення дослі-
джуваних мішеней, 5 – циліндр Фарадея, 6 –
вхідне вікно циліндра Фарадея, 7 і 8 – вимі-
рювальні опори монітора вторинної емісії та
циліндра Фарадея, 9,10 – аналогово-цифрові
перетворювачі сигналу від монітора вторин-
ної емісії та циліндра Фарадея, 11 – адаптер
інтерфейсів, 12 – персональний комп’ютер
(віртуальний пульт). На рис. 2 приведено фо-
тографію експериментальної установки.

Рис. 1: Схема експериментальних досліджень
пропускання (поглинання) електронів одно та
двошаровими мішенями на мікротроні М-30
гальмівної мішені з танталу товщиною 1 мм.

Нестабільність енергії електронів в
процесі проведення експерименту не пере-
вищувала 0,04 МеВ. Ефективність виводу
електронів становила – 90÷95%.

Дослідження проводилися в площині,
перпендикулярній до вісі пучка електронів
на відстані 112 мм від вихідного вікна вузла
виводу прискорених електронів.

Одно- та двошарові мішені встановлю-
валися впритул до вузла виводу на відстані
12 мм від вихідного титанового вікна (тов-
щиною – 25 мкм) прискорювача. При прохо-
дженні через титанове вікно електрони гу-
блять до 30 кеВ від початкової енергії. Роз-
міри електронного пучка на виході вихідно-

го вікна прискорювача становили 10÷ 12 мм
по горизонталі та 3 ÷ 4 мм по вертикалі.

Рис. 2: Фотографія експериментальної установки
дослідження пропускання (поглинання) електро-
нів на мікротроні М-30.

Результати досліджень

Коефіцієнти пропускання електронів визна-
чалися згідно формули (1). Для кожної окре-
мої мішені проводилися 3 серії експеримен-
тальних вимірів при фіксованих значеннях
енергії електронів. Середня статистична по-
хибка для кожної окремої серії вимірів не
перевищувала 5%. Значення залежності від-
носних коефіцієнтів пропускання електронів
одно- та двошаровими мішенями від енергії
електронів при фіксованих значеннях їх тов-
щини представлені на рис. 3.

Коефіцієнти поглинання електронів
визначалися з формули (2).

Експериментально встановлено, що
одношарові мішені виготовлені з вуглецю,
товщини яких становлять 20 і 39 мм, за-
безпечують поглинання > 98% електро-
нів з енергіями 6.4 та 12.7 МеВ відповідно,
а виготовлені з Al, товщини яких станов-
лять 12; 20; 32 і 40 мм, забезпечують таке
ж поглинання електронів з енергіями 6.4;
9.75; 14.9 та 17.75 МеВ відповідно. Отри-
мані експериментальні дані корелюють з ре-
зультатами моделювання за пакетами про-
грам «GEANT» [11, 16] для енергій електро-
нів > 10 МеВ та «MNCP» [13] для області
енергії електронів 5÷10МеВ. Крім того, зна-
чення товщини поглинання електронів для
C та Al добре узгоджуються зі значеннями
«практичного» [13] пробігу електронів бази
даних «ESTAR» [9] для зазначеної області
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енергій. Двошарові мішені, які складалися з
Ta (1 мм) і C (20 і 39 мм) забезпечують по-
глинання > 98% електронів з енергіями 9.75
та 17.75 МеВ відповідно, а з Ta (1 мм) і Al

(12; 20; та 32 мм) забезпечують таке ж по-
глинання електронів з енергіями 9.75, 14.9
та 17.75 МеВ відповідно.

Рис. 3: Відносні коефіцієнти пропускання електронів в одно- та двошарових мішенях (числа – від-
стань у мм).

Експериментальні дослідження
поглинання високоенергетичних
фотонів одношаровими мішенями

Для визначення вмісту (густини потоку до
одиниці площі) високоенергетичних фото-
нів у пучках гальмівного випромінюван-
ня, отриманих на електронних прискорю-
вачах, використовуються активаційні дете-
ктори [17–19]. Їх застосування дозволяє ви-
значати вміст саме тих «корисних» фотонів

у спектрі гальмівного випромінювання, які
ініціюють фотоядерні реакції (тобто, коли
енергія фотонів більше енергії порогу фо-
тоядерних реакцій). Тому для оцінки погли-
нання гальмівного випромінювання одноша-
ровими мішенями, виготовленими з алюмі-
нію і реакторного графіту (які мали одна-
кові геометричні розміри: діаметр – 39 мм,
товщина – 20 мм), були використані актива-
ційні детектори, що містили ізотопи 197Au і
55Mn. Їх застосування дозволяло визначати
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інтегральний вміст високоенергетичних фо-
тонів, енергія (Eph) яких охоплювала енер-
гетичний інтервал від порогу (γ,n)-реакцій
(для вказаних ізотопів – 8.01 і 10.23 МеВ,
відповідно) до максимальної енергій фото-
нів у спектрі пучка гальмівного випроміню-
вання. Коефіцієнти пропускання гальмівно-
го випромінювання одношаровими мішеня-
ми (C і Al) визначалися з відношення інтен-
сивності гамма-випромінювання від проду-
ктів активації детекторів (55Mn: Eγ = 834.8
кеВ, Iγ = 99.98 % та 196Au: Eγ = 355.7
кеВ, Iγ = 87% [20]), опромінених з мішеня-
ми та без них. Дослідження проводилися у
точці площини, для якої визначалися коефі-
цієнти пропускання електронів одно та дво-
шаровими мішенями (тобто у точці розташу-
вання центру площини вхідного вікна цилін-
дра Фарадея).

Експериментальні дослідження прово-
дилися при максимальній енергії гальмівно-
го випромінювання 17.5 МеВ. Активаційні
детектори встановлювалися вздовж вісі пу-
чка у площині, перпендикулярній до неї на
відстані 100 мм від танталового конвертера
(1 мм). Час опромінення детекторів при на-
явності та відсутності фільтрів становив –
15 хв. для 197Au і 30 хв. для 55Mn. Виміри
гамма-випромінювання від утворених радіо-
нуклідів 54Mn і 196Au проводилися на спе-
ктрометричному комплексі «Ortec» [20, 21]
на протязі 200 годин. Час вимірів активацій-
них детекторів становив 25 хв. Для кожно-
го окремого детектора проводилося не мен-
ше 8 вимірів. Статистична похибка спектро-
метричних вимірів не перевищувала 3 %. На
рис. 4 приведені залежності відносної інтен-
сивності гамма-випромінювання утворених
радіонуклідів: 54Mn – а.) та 196Au – б.) від ча-
су їх охолодження. Експериментальні значе-
ння гамма-інтенсивності активаційних дете-
кторів, опромінених без одношарових міше-
ней, позначені як •, з мішенями якN (C) і �
(Al). Приведені значення інтенсивності були
нормовані на дозу опромінення, площу акти-
ваційних детекторів та число ядер ізотопів
197Au і 55Mn, які містилися у детекторах. Ре-
зультати теоретичних розрахунків при зада-
них умовах проведених експериментальних
досліджень представлені суцільними лінія-

ми. Експериментальні результати узгоджую-
ться з розрахунками у межах 3 %.

Рис. 4: Залежність відносної інтенсивності
гамма-випромінювання утворених радіонуклідів
від часу їх охолодження: а.)54Mn, б.)196Au.

Значення коефіцієнтів пропускання
гальмівного випромінювання одношарови-
ми мішенями, виготовленими з C та Al ста-
новили – 0.87 ± 0.09 і 0,89 ± 0.09 (8.01 <
Eph < 17.50 МеВ) та 0.88 ± 0.09 і 0.91 ±
0.09 (10.23 < Eph < 17.50МеВ), відповідно.
Сумарна похибка вимірів не перевищувала
10%. Основний внесок у похибку давала не-
визначеність кількості ядер ізотопів – еле-
ментів, які входили до складу активаційних
детекторів і складав – 7%.

Коефіцієнти поглинання високоенерге-
тичних фотонів одно-шаровими мішенями
визначалися аналогічно електронам, за фор-
мулою (2). Експериментально встановлено,
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що одношарові мішені, виготовлені з C та
Al (товщина – 20 мм) поглинають менше 9
÷ 13 % високоенергетичних фотонів. Отри-
мані експериментальні дані корелюють з ре-
зультатами моделювання поглинання фото-
нів з енергією > 10 МеВ, одержаними з ви-
користанням пакету програм «GEANT» [11].
В проведених розрахунках поглинання ста-
новить – 8 ÷ 12 % для шарів C та Al товщи-
ною – 20 мм. При товщині мішені з С ( – 39
мм) й Al ( – 40 мм) ослаблення пучка галь-
мівного випромінювання для енергій більше
10 МеВ буде становити – 17 % та – 23 %
відповідно [11].

Висновки

Виходячи з результатів експериментальних
досліджень, встановлено оптимальні пара-
метри (товщини) двошарових мішеней (Ta
(1мм)+ C та Ta (1 мм)+Al) для формування
«чистих» фотонних пучків на електронному

прискорювачі – мікротроні М-30 для області
енергій 6.5 ÷ 17.75 МеВ. При використанні
двошарових мішеней (Ta (1 мм)+ C (20 мм))
і (Ta (1 мм)+Al (20 мм)) для формування пу-
чків високоенергетичних фотонів поглинає-
ться 89 % і 96 % залишкових електронів та
9 ÷ 13 % фотонів. При використанні двоша-
рових мішеней (Ta (1 мм) + C (39 мм)) і (Ta
(1 мм) + Al (32 мм)) – поглинається 98 % і
99 % залишкових електронів та 17 % і 19 %
фотонів з енергією більше 10 МеВ [11].

Використання двошарових мішеней
дозволяє здійснювати процедури формува-
ння пучків високоенергетичних фотонів з
параметрами, необхідними для проведення
конкретних експериментальних досліджень
на електронних прискорювачах, що підви-
щить точність та надійність отримуваних ре-
зультатів.

Автори висловлюють подяку Кушта-
ну І.М. за технічне забезпечення експери-
ментальних досліджень.
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ДВУХСЛОЙНЫЕ МИШЕНИ ДЛЯ
ФОРМИРОВАНИЯ ПУЧКОВ

ВЫСОКОЭНЕРГЕТИЧЕСКИХ ФОТОНОВ НА
ЭЛЕКТРОННОМ УСКОРИТЕЛЕ – МИКРОТРОНЕ

М-30

Проведены экспериментальные исследования поглощения электронов в однослойных (C (7 ÷ 46 мм), Al (8 ÷
48 мм), Ta (0.1÷ 1 мм)) и в двухслойных (Ta (1 мм)+ C (7÷ 46 мм)) и Ta (1 мм)+ Al (8÷ 40 мм)) мишенях на
электронном ускорителе – микротроне М-30 для области энергий электронов 6.5 ÷ 17.75 МэВ. Дополнитель-
но, проведены исследования поглощения высокоэнергетических фотонов однослойнымимишенями (C (20 мм),
Al (20 мм)) с использованием активационных детекторов. Установлены оптимальные параметры двухслойных
мишеней (Ta + C и Ta + Al) для формирования «чистых» пучков тормозного излучения в указанной области
энергий.
Ключевые слова:микротрон, тормозное излучение, остаточные электроны, поглощение электронов, двухслой-
ные мишени.
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DOUBLE-LAYER TARGETS FOR FORMING THE
BEAMS OF THE HIGH-ENERGY PHOTONS ON
THE ELECTRON ACCELERATOR OF M-30

MICROTRON

Purpose. The bremsstrahlung received at electron accelerators is widely used to study the characteristics of pho-
tonuclear reactions and to solve a wide spectrum (series) of applied problems. Basically the output of bremsstrahlung
depends on the electron energy, the material of the target converter (Ta) and its effective thickness. The optimum thick-
ness of the converter (when the output of the bremsstrahlung is at its maximum) is significantly less than the electron
path in it. This is the reason for the presence of high-energy electrons in bremsstrahlung. Therefore, there is a need
to clean the bremsstrahlung beams from residual electrons. The aim of the work is to experimentally determine the
optimal parameters (thicknesses) of double-layer targets for obtaining separated bremsstrahlung beams for an energy
range of 6.5 ÷ 17.75 MeV in electron accelerator M-30 microtron.
Methods. Experimental studies of the relative absorption coefficient of electrons in the investigated materials (C (re-
actor graphite), Al, Ta) were carried out on the M-30 microtron using the transmission method. The measurements
of the outputs of the electrons from the accelerator and the residuals that have passed through the layer of absorbing
material were carried out using a pass-through chamber and a Faraday cup, respectively. Studies of the absorption of
high-energy photons by single-layer targets (C (20 mm), Al (20 mm)) using activation detectors have been carried out.
Results. The electron absorption coefficients in single- (C (7 ÷ 46 mm), Al (8 ÷ 48 mm), Ta (0.1 ÷ 1 mm)) and in
double-layer targets (Ta (1 mm) + C (7 ÷ 39 mm) and Ta (1 mm) + Al (8 ÷ 40 mm)) were measured for the electron
energy 6.5 ÷ 17.75 MeV. The values of the total electron absorption thickness for C, Al, and Ta are in good agree-
ment with the calculated values of the practical electron path (database «ESTAR») for the indicated energy range. The
experimentally established values of the thicknesses of materials (C and Al at a thickness of Ta – 1 mm) of double-
layer targets, which ensure the complete absorption of electrons for the indicated energy range. The absorption of
high-energy photons by single-layer targets (C (20 mm), Al (20 mm)) for bremsstrahlung energy of 17.5 MeV was
evaluated.
Conclusions. The optimal parameters (thicknesses) of double-layer targets (Ta (1mm)+ C (20 mm) and Ta (1 mm)+
Al (20 mm)) or (Ta (1mm) + C (39 mm) and Ta (1 mm) + Al (32 mm)) were established experimentally to form the
separated bremsstrahlung beams in the electron accelerator – M-30 microtron for energy region 6.5÷ 17.75 MeV. The
use of two-layer targets allows us to carry out procedures to form of high-energy photon beams with the parameters
necessary for performing specific experimental studies on electronic accelerators, which will increase the accuracy and
reliability of the results.
Keywords: microtron, bremsstrahlung, residual electrons, electron absorption, double-layer targets.
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РАДІАЦІЙНІ ПРОБЛЕМИ ФУНКЦІОНАЛЬНИХ
ВИПРОБУВАНЬ ОБЛАДНАННЯ АЕС НА

ЕЛЕКТРОФІЗИЧНІЙ УСТАНОВЦІ ІЯД НАН
УКРАЇНИ

Обговорюються методика і програма заходів, розроблена для вимірювань інтенсивності радіаційних полів в
приміщеннях експериментальної установки ІЯД та на прилеглій території в режимах генерації інтенсивних
потоків електронів, гальмівного гама-випромінювання, та змішаних гама-електронних радіаційних полів, від-
повідаючих умовам гермозони ядерних реакторів.
Ключові слова: кваліфікація обладнання АЕС, радіаційні поля, гальмівне випромінювання, радіаційний мо-
ніторинг, радіаційний захист.

Вступ

Актуальність проблеми визначається вимо-
гами підвищення експлуатаційної надійно-
сті критичних об’єктів сучасної економіки.
Значною мірою це стосується ядерної енер-
гетики, експлуатація якої є вкрай необхі-
дною але і найбільш складною задачею енер-
гетичного сектору економіки України. Осо-
бливо з урахування довгострокових планів
подальшого розвитку цієї галузі та програ-
ми продовження терміну експлуатації ядер-
них енергоблоків на період до 2035-го року
[1]. Найважливішим завданням є забезпечен-
ня максимально високого рівня безпеки екс-
плуатації ядерних об’єктів [2].

Метою даних досліджень є створення в
ІЯД НАН України імітатора, радіаційних по-
лів в герметичних зонах реакторів для серти-
фікації і кваліфікації критичного обладнання
АЕС на предмет придатності використання
на ядерних енергетичних об’єктах, як це вка-
зано в нормативних документах і стандартах
України та міжнародних рекомендаціях МА-
ГАТЕ [3,4].

Аналіз поточного стану проблеми

Випробування і кваліфікація критичного
обладнання енергетичних об’єктів є важли-
вою частиною технологічних заходів обслу-
говування об’єктів в ядерній енергетиці, ви-
значає їх експлуатаційну надійність, радіа-
ційну і екологічну безпеку, собівартість ви-
робленої енергії [5]. Удосконалення вказаних
технологій є актуальною науково-технічною
проблемою.

В ІЯД НАН України такі дослідження
проводяться з 90-х років минулого століття.
Розроблено нову комплексну технологію ви-
пробувань критичного обладнання, яка ґрун-
тується на одночасному (комплексному) від-
творенні (імітації) на спеціалізованих стен-
дах максимального об’єму експлуатаційних
і несприятливих факторів [6], в тому числі і
кризових ситуаціях. Запропонована методи-
ка залучення до створення стендів-імітаторів
прискорювачів заряджених частинок, при
умові доукомплектування їх спеціалізовани-
ми пристроями. Доведено, що першочерго-
вим завданням для такого імітатора є радіа-
ційні функціональні випробування електро-
технічного устаткування в гермозонах з си-
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стем водообороту в реакторі (кабелі, еле-
ктроприводи, ізолятори, прохідні ізолюючі
муфти та інше, з переліку, затвердженого
НАЕК). Об’єктивно, такий стенд можна в ко-
роткий термін створити на базі радіаційної
установки ІЯД НАН України.

Технічна база для створення іміта-
тора

Радіаційна установка ІЯД для радіаційних
досліджень побудована на потужному еле-
ктронному прискорювачі, параметри якого
наведено в таблиці 1.

Табл. 1: Параметри радіаційної установки ІЯД.

№ Характеристики прискорювача Значення
1 Середня енергія електронів, МеВ 4
2 Ширина енергетичного діапазону, МеВ 1÷ 5
3 Струм пучка в імпульсі 4 мкс, (А) 1
4 Мінімальний переріз пучка, мм 5
5 Максимальний переріз пучка (см) 100×100
6 Максимальна потужність, пучка, кВт 5
7 Імпульсна потужність, МВт 5
8 Потужність дози, кГр/с (макс) 20

Табл. 2: Нормативні вимоги до умов кваліфікації електротехнічного обладнання для використитання
в гермозоні ядерного ректора ВВЕР-1000.

Критичний параметер Значення крити-
чного параметру
(макс.)

Термін роботи в кри-
тичних умовах, годин
(мінімальний)

Примітки

Потужність дози (для гама-
опромінення), максимальна,
Гр/сек

1,25×10−2 16

Хімічний склад середовища:
Пароводяна суміш (макс.) 1
Паро газова суміш з борною ки-
слотою (макс.), г/дм3

160 16

Гідразин, (макс.) г/дм3 10 16
Іони калію, (макс.) г/дм3 100 16
Температура, (макс.), 0C 147 16
Тиск, (макс.), МПа 0,43 16
Вологість, (макс.), % 100 16

Установка [7] забезпечує виконання рі-
зноманітних наукових досліджень, техноло-
гічних розробок та реальних промислових
радіаційних технологій. Вона відрізняється
великим об’ємом реакційної камери (64 м3),
де можна встановлювати об’єкти великих
розмірів і обробляти їх стаціонарним раді-
аційним полем великого перерізу (до 1 м2).
Поки що за цими показниками установки

аналогів в Україні немає. А постійне удоско-
налення вузлів установки впритул наблизило
її до можливості створення стенду-імітатора
для випробування облданнаняАЕС в умовах,
наближених до реальних [8, 9]. В даний час
роботи по створенню імітатора вступають в
стадію завершення.

Для такого імітатора фахівцями ІЯД
розроблена комплексна технологія атестації і
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кваліфікації обладнанняшляхом радіаційних
випробувань стійкості його функціональних
характеристики в робочому режимі. Перелік
цих факторів було встановлено аналізом ді-
ючих нормативних документів для експлуа-
тації вітчизняних АЕС [10]. Вони узагальне-
ні в таблиці 2.

В результаті глибокої модернізації
отримано необхідні значення фізичних пара-
метрів установки, що в значній мірі відповід-
ають нормативним вимогам для проведення
нових технологій кваліфікації обладнання
АЕС (таблиця 3).

Табл. 3: Порівняння технічних параметрів установки ІЯД з нормативними вимогами до кваліфікацій-
них випробувань.

Технологічні показники Нормативні вимоги Параметри установки
Об’єм реакційної камери Близько 10 м3 Понад 20 м3

Інтенсивність радіаційного наванта-
ження

До 1× 103 Гр/год від 0,1 Гр/год до 14, 4 ×
106 Гр/год

Параметри радіаційних полів змішані (наявні β -, γ-, та
нейтронна компоненти)

регулювання співвідно-
шень чинників радіації

Переріз радіаційного поля до 1 м2 до 80× 80× 120 см3

Опромінюваний об’єм 1 – 1,5 м3 до 2 м3

Контроль процесів опромінювання До 8% датчик струму пучка:
25%

Дозиметрія опромінення До 8% індикатори поглинутої
дози термолюмінесцен-
тні: 15%

Час опромінення Від 16 до 1000 годин до 8 годин безпервно
Нестабільність радіаційного поля До 8% дрейф параметрів при-

скорювача: до 20% за до-
бу

Як видно з таблиці 3, вирішена основ-
на проблема застосування установки ІЯД для
випробування обладнання АЕС – формува-
ння радіаційних полів великих об’ємів (до
2 м3) з глибоким регулюванням їх інтенсив-
ності і складу – у відповідності з очікува-
ними габаритами обладнання. Аналоги такої
техніки в Україні відсутні.

Проблеми введення імітатора в
експлуатацію

Для того, щоб скористатися вказаними мо-
жливостями експериментальної бази ІЯД,
необхідно вирішити останнє з обов’язкових
заходів створення імітатора – забезпечи-
ти надійний радіаційний захист персоналу
і довкілля при імітації в реакційній каме-
рі установки потужних радіаційних полів.
Але поки що радіаційні проблеми здійсне-
ння функціональних випробувань обладнан-

ня АЕС на установці ІЯД досліджені менше
проблем технічних.

Технологіями комплексних методів
кваліфікації передбачається конверсія поту-
жних потоків електронів 4 – 5 МеВ в енер-
гію фотонів пікометрового (іонізуючого) ді-
апазону електромагнітних коливань. На такі
умови експлуатації прискорювача існуючий
радіаційний захист не розраховувався. Сто-
їть завдання вирішити його на етапі заверше-
ння технічних заходів утворення імітатора,
шляхом вимірювання деформації радіацій-
них полів в технологічному боксі прискорю-
вача та на прилеглій території.

Програма вимірювань охоплює кон-
троль за динамікою розподілу супутніх ви-
промінювань в усіх режимах експлуатації
радіаційної установки – опромінення легких
матеріалів (традиційна), опромінення еле-
ктронами крупних об’єктів з важких металів,
деформація конфігурації побічних випромі-
нювань в боксі прискорювача при роботі з
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напівпрозорими гальмівними мішенями, та
опромінення крупних об’єктів з важких ме-
талів електронами через «товсту» гальмівну
мішень.

За вихідний розподіл радіаційного по-
ля в боксі прискорювача прийнято розподіл

при опроміненні об’єктів з легких матеріалів
(не вище заліза). На рис. 1 наведена ілюстра-
ція розподілу побічних гальмівних випромі-
нювань в боксі прискорювача при опромі-
ненні велико габаритних промислових виро-
бів з органічних матеріалів.

Рис. 1: Виміряний розподіл радіаційного поля в приміщенні боксу прискорювача.

Для цих режимів радіаційний захист
корпусу повністю відповідає ОСП для при-
скорювачів електронів до 100 МеВ [11].

Згідно з теоретичними положеннями
взаємодії іонізуючих випромінювань з важ-
кими матеріалами та можливі шляхи дефор-
мації існуючої на установці радіаційної об-
становки. Очікується суттєва деформація на-
веденого розподілу радіації в приміщеннях
установки, та, можливо, і на прилеглій те-
риторії. Через наявність цілої низки супу-
тних ефектів взаємодії електронів з речови-
ною та неоднозначність визначення параме-
трів супутнього гальмівного випромінюван-
ня для розрахунків нового радіаційного захи-
сту, неробхідні додаткові дослідженні і роз-
робки з метою створення економічно при-
вабливих конструкцій біологічного захисту
[12, 13]. При їх проектуванні доцільно вихо-
дити з реального розподілу гальмівного ви-
промінювання при повному поглинанні еле-
ктронного пучка в мішені, виготовленій з са-
мого важкого матеріалу, що може входити ло
складу конструкцій піддослідного облданан-
ння АЕС. Слід зазначити, що вже при поту-
жності пучка електронів більше ніж 1 кВт,
навіть при енергії 1 МеВ, проектування за-
хисту є складною технічною проблемою.

Теоретичний аналіз процсів вини-
кнення і поширення вториннихфо-
тонів при опроміненні електрона-
ми критичного обладнання АЕС

При проектуванні нового радіаційного захи-
сту можна було б скористатися спрощени-
ми емпіричними формулами, що зв’язують
альбедо енергії розсіяного випромінювання
з енергією первинних гама-квантів Е0, ку-
том падіння первинного вузького пучка θ0,
атомним номером Z і щільністю ρ речови-
ни розсіювача. Шляхом розрахунків коефі-
цієнтів поглинання для вибраного матеріа-
лу, що дає можливість оптимізувати геоме-
трію додаткових засобів радіаціного захисту
в будь-якому перерізі боксу. Для цього за-
звичай використовують таблиці експеримен-
тальних даних. Але в опублікованих табли-
цях, така інформація є тільки для ізотопних
джерел випромінювання з енергією до 1,25
МеВ [14,15].

В нашому випадку первинне випромі-
нювання є результатом конверсії енергії 4
МеВ електронів на атомах матеріалу обла-
днання. Максимальна енергія гама-квантів
складає 4 МеВ. Випромінювання має суціль-
ний спектр (практично з 50 – 70 кеВ) з вели-
кою нерівномірністю і максимумом в діапа-
зоні 1 – 2 МеВ.

В радіаційних технологіях кваліфіка-
ції діє класичний механізм конверсії енергії
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випромінювання на атомах важких елемен-
тів. Наприклад утворенням пар електрон-
позитрон розпочинається вже з енергій біль-
ших за 1 МеВ. А в області 3 – 4 МеВ пе-
реріз їх утворення зростає майже пропор-
ційно lnE0 і більш інтенсивно при збіль-
шенні атомного номера поглинаючої речо-
вини. До електротехнічного обладнання мо-
жуть входити елементи з платини, родію та
їх сплавів, вольфраму, золота, свиню та йо-
го сплавів та ін. Як результат слід очікува-
ти суттєвий вклад в супутнє радіаційне по-
ле в реакційній камері установки вторин-
них жорстких гама-квантів з енергією близь-
ко 0,5 МеВ в тому числі і в задню напів-
сферу, утворюючи потоки зворотно розсія-
ного гама-випромінювання. Визначення по-
тужності дози розсіяного випромінювання
є задачою оцінки інтенсивності електрома-
гнітного випромінювання, що виникає як
результат взаємодії падаючих гама-квантів
з атомами елементів поглинаючої поверх-
ні (матеріалом конструкції, бетонних стін,
опромінених зразків) в тому числі і частка
таких випромінювань, що реально поступає
(хоч і ослаблене) в оточуюче середовище з
зовнішньої поверхні стін білогічного захи-
сту.

Для цього теорія рекомендує перший
ешелон ослаблення побічного випромінюва-
ння встановити вже поблизу області, де від-
бувається гальмування пучка і, по можливо-

сті, максимально скоротити траекторію руху
електронів до мішені. Останню вимогу ви-
конати неможливо, тому що у нашому ви-
падку передбачається опромінення обладна-
ння АЕС великих розмірів (близько 2 м3).
Є тільки один шлях – ешелонований захист
і розташування першого ешелону радіацій-
ного захисту якомога ближче до реакційної
камери установки. Така методика конструю-
вання, згідно опублікованих даних [12], за-
безпечує зростання ефективності захисту не
менше ніж на 15 – 20%. Оптимальне мі-
сце розташування першого ешелону захисту
можна встановити лише експериментально
шляхом натурного моделювання радіацій-
них функціональних випробувань на еквіва-
лентах облдання. Після введення таких мір
можна більш точно контролювати вплив ін-
ших додаткових факторів побічного випро-
мінювання. Наприклад, додаткове розсіяння
фотонів і деформація їх спектрів в неробочих
просторах боксу прискорювача.

Теретично інтенсивність та конфігура-
цію джерел виникнення та напрямків поши-
рення розсяних випромінювань (через неви-
значеність типу і місцеположення матеріа-
лів в досліджуваному облданні) можна ли-
ще оцінювати з великою похибкою. Прибли-
зний спектр розсіяних випромінювань при
взаємодії гама-квантів з матералами піддо-
слідного обладнання можна оцінити з даних,
наведених в таблиці 4 [14].

Табл. 4: Основні процеси взаємодії гама-випромінювання з найбільш поширеними конструкційними
матеріалами (в порівнянні з повітрям).

Речовина Фотоефект Комптонівське Розсіювання Утворення пар
Алюміній E < 50 кеВ 50 кеВ < E < 15 МеВ E > 23 МеВ
Залізо E < 120 кеВ 120 кеВ < E < 9,5 МеВ E > 15 МеВ
Свинець E < 500 кеВ 500 кеВ < E < 4,7 МеВ E > 4,7 МеВ
Повітря E < 20 кеВ 20 кеВ < E < 23 МеВ E > 23 МеВ

Але з врахуванням, що спектр гальмів-
ного випромінювання при взаємодії електро-
нів 4 – 5 МеВ з важкими матеріалами (важ-
чими заліза) має велику складову фотонів ви-
сокої енергії, таке спрощення недопустиме.
Коректними розрахунки будуть лише з ура-
хуванням особливостей кутового розподі-
лу інтенсивності гама-випромінювання при

гальмуванні електронів максимальної енер-
гії [13], зміни спектрального складу галь-
мівного випромінювання при проходженні
через захист: завдяки поглинанню части-
ни низькоенергетичних фотонів; гальмівно-
го випромінювання дифузної частини еле-
ктронів; пучка гальмівного випромінюван-
ня від вторинних електронів; вкладу фотонів
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високої енергії в спектрі побічного випромі-
нювання; розсіяння фотонів та їх деградація.

Слід зауважити, що в наведених фор-
мулах враховуються лише однократно та ба-
гатократно розсіяні фотони первинного ви-
промінювання (що є результатом гальмува-
ння пучка прискорених електронів) у всьо-
му діапазоні енергій, але не враховано галь-
мівне випромінювання комптонівських еле-
ктронів. Тому для точного розрахунку ра-
діаційного захисту необхідна додаткова ін-
формація щодо зворотного розсіяння гама-
квантів від джерел випромінювання, еквіва-
лентних таким, що розміщені на поверхні
розсіювача.

Підставою до започаткування даних
досліджень був аналіз теоретичних поло-
жень взаємодії іонізуючої радіації з матері-
алами. Оцінка очікуваної інтенсивності но-
вих джерел випромінювань та напрямків їх
поширення здійснювалась за моделями звє-
модії іонізуючих випромінювань з матерією.

Випромінювання в результаті першо-
го акту взаємодії фотона з атомом по ком-
птонівському механізму оцінено за дифе-
ренційними характеристиками, диференцій-
ним енергетичним альбедо та диференцій-
не числове альбедо (кутовий розподіл відби-
тої енергії, кутовий розподіл відбитих кван-
тів) [13, 17], розрахованих за напівемпіри-
чною формулою Клейна-Нішини-Тамма. Ку-
товий розподіл гальмівного випромінюван-
ня для попередньої оцінки оптимальних по-
казників поглинання його в матеріалі біоло-
гічного радіаційного захисту визначався за
фомулою Лаусона. Для розрахунків розсія-
ння гама-квантів більш високих енергій для

кутів відбивання 0 – 85◦, використано емпі-
ричну формулу Хаггемарка.

Досліди, в тому числі і в ІЯД
[18], проведені для різних джерел гама-
випромінювання, свідчать, що розсіяне ви-
промінювання носить яскраво виражений
анізотропний характер з максимумом інтен-
сивності на кутах,близьких до 90◦ і сильно
залежить від параметрів відбиваючих мате-
ріалів.

З урахуваннм вмісту у складі електро-
технічного обладнання АЕС значних об’ємів
свинцю в чистому вигляді і у сплавах, пла-
тини та її сплавів, необхідно досліджува-
ти наслідки взаємодії електронів з матеріа-
лом (і їх композиціями в обладнанні) більш
докладно. А з урахуванням високої степе-
ні невизначеннлості місцезнаходження і вмі-
сту цих матеріалів у обладнанні, проведення
спеціальних експериментальних досліджень
є обов’язковим, і мабуть, для усіх перечисле-
них в нормативних матеріалах типів обла-
днання і устаткування. І лише з їх урахуван-
ням розробляти конструкції відповідних за-
хисних споруд та підбирати для них матері-
али.

Програма радіаційних досліджень

Корисним результом попередніх оцінок є ви-
значення очікуваного діапазону енергії галь-
мівних, розсіяних та зворотно розсіяних
гама-квантів. За результатми таких розра-
хунків було вибрано датчики радіаційних по-
лів, якими укомплектовано систему радіацій-
них вимірювань на створюваному імітаторі
(рис. 2).

Рис. 2: Дозиметри для вимірювання радіаційних полів.
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Вибрані дозиметри мають лінійну ха-
рактеристику у розрахованому діапазоні
енергії гальмівних випромінювань, вторин-
них, розсіяних та зворотно розсіяних гама-

квантів. Програма досліджень грунтується
на системі з 40 інтегруючих дозиметрів по-
глинутої дози рис. 3.

Рис. 3: Схема системи моніторингу радіаційної обстановки.

Дослідження передбачено здійснювати
в режимі максимального струму пучка 1 А
від прискорювача електронів 4 МеВ, при ча-
стоті їх слідування 250 Гц з контролем режи-
му прискорювача штатними засобами вимі-
рювання з похибкою менше 20 %.

Висновки

1. Досліджено перспективні напрямки
удосконалення технології сертифікації і ква-
ліфікації критичного обладнання гермозон
АЕС. Встановлено, що умовою отримання
коректних результатів є використання спеці-
алізованих радіаційних стендів, здатних мо-
делювати в комплексі усі складові експлуа-
таційних факторів і реєструвати увесь пере-
лік технічних параметрів, що характеризу-
ють об’єкт досліджень. Тому актуальним є
створення вітчизняного дослідницького ком-
плексу для проведення оперативних компле-
ксних кваліфікаційних випробувань зразків

обладнання українських енергоблоків.
2. Доведено, що при умові модернізаці-

її радіаційного захисту, радіаційну установ-
ку ІЯД НАН України з лінійним прискорю-
вачем електронів 4 МеВ можна використову-
вати для імітації радіаційних полів в гермо-
зонах атомних реакторів і здійснювати фун-
кціональні радіаційні випробування елемен-
тів ядерних енергоустановок, розміри яких
не перевищують 800 мм.

3. Теоретично досліджено механізми
деформації радіаційного поля в приміщенні
прискорювача електронів 5 МеВ, які можна
очікувати при опроміненні критичного обла-
днання гермозон атомних реакторів. Визна-
ченно ймовірні значення енергії та інтенсив-
ності побічного супутнього випромінювання
при опроміненні важких матеріалів, які мі-
стяться в складі піддослідного обладнання.

4. Обґрунтована необхідність здійснен-
ня експериментальних досліджень реальних
радіаційних полів в різних режимахфункціо-
нальних радіаційних досліджень обладнан-
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ня. Розроблена програма радіаційного моні-
торингу за допомогою системи дозиметрів в
реакційній камері установки ІЯД, технолоі-
гних приміщеннях та поза її межами. Вибра-
но і обґрунтовано оптимальні типи датчиків
для дозиметрії радіаційної обстановки в ре-
жимі опромінювання критичного обладнан-
ня АЕС.

Реалізація програми досліджень і мо-
дернізації радіаційного захисту надасть мо-
жливість здійснювати радіаційні випробу-
вань і кваліфікацію критичного обладнан-
ня АЕС згідно з вимогами нормативних до-

кументів в умовах, що будуть максимально
наближеними до експлуатаційних. В першу
чергу електротехнчного обладнання з гермо-
зон ядерних енергетичних реакторів, важли-
вих для безпеки АЕС, наприклад – електро-
привід типу М 76341, що використовується з
арматурами систем аварійного газовидален-
ня з першого контуру, захисту першого кон-
туру від перевищення тиску та системи ло-
калізуючих арматур, кабелі, гермопроходки,
ізолятори. Для такого обладнання розрахун-
кова нерівномірність опромінення на даному
етапі не перевищуватиме 25 %.
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РАДИАЦИОННЫЕ ПРОБЛЕМЫ
ФУНКЦИОНАЛЬНЫХ ИСПЫТАНИЙ

ОБОРУДОВАНИЯ АЭС НА
ЭЛЕКТРОФИЗИЧЕСКОЙ УСТАНОВКЕ ИЯИ НАН

УКРАИНЫ

Обсуждается методика и программа мероприятий, разработанная для измерений интенсивности радиационных
полей в помещениях экспериментальной установки ИЯИ и на прилегающей территории в режимах генерации
интенсивных потоков электронов, тормозного гамма-излучения, и смешанных гамма-электронных радиацион-
ных полей, отвечающих условиям гермозоны ядерных реакторов.
Ключевые слова: квалификация оборудования АЭС, радиационные поля, тормозное излучение, радиацион-
ный мониторинг, радиационная защита.
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RADIATION PROBLEMS OF FUNCTIONAL
TESTING OF NUCLEAR POWER PLANT
EQUIPMENT AT AN ELECTROPHYSICAL

INSTALLATION OF THE INR OF NAS OF UKRAINE

Purpose. The purpose of the research is the creation of a domestic research complex for operational complex qualifi-
cation tests of equipment samples of the Ukrainian power units. It is shown that it is advisable to create such a complex
on the basis of the radiation installation of the Institute of Nuclear Research of the National Academy of Sciences of
Ukraine with a powerful electron accelerator of 4 MeV, subject to the modernization of radiation protection.
Methods. The method and program of measures developed to measure the intensity of radiation fields in the premises
of the INR of NAS of Ukraine experimental installation and in adjacent territories in the generation modes of intense
electron fluxes, bremsstrahlung gamma radiation and mixed gamma electron radiation fields similar to the conditions
of nuclear reactor pressure zones are discussed. A list of associated effects affecting the radiation situation in the
premises of the facility and in the surrounding area during irradiation of critical equipment with a high content of
heavy metals has been theoretically investigated. The expected intensity and spectrum of bremsstrahlung and scat-
tered gamma radiation has been established.
Results. The necessity of carrying out experimental studies of real radiation fields in various modes of functional
radiation studies of equipment has been substantiated. A program of radio monitoring has been developed through a
dosimeter system in the reconnaissance chamber of an INR facility, technological rooms and beyond. An optimal list
of sensors for radiation monitoring dosimeters has been selected and substantiated in the mode of irradiation of critical
equipment important to NPP safety, primarily electrical engineering (for example, electric actuators of type M 76341,
cables, germprojects, insulators). The current problems of developing certification technologies and qualifying critical
equipment for pressurized nuclear power plants using specialized radiation stands capable of simulating (reproducing)
in a complex all the components of operational factors and recording the entire list of technical parameters character-
izing the object of research are investigated.
Conclusions. The perspective directions of improving the certification technology and qualification of critical equip-
ment of the nuclear power plant containment area are investigated. It has been established that the condition for
obtaining correct results is the use of specialized radiation stands capable of modeling in a complex all components
of operational factors and recording the entire list of technical parameters characterizing the object of research. It has
been proven that with the improvement of the biological radiation protection system, the installation can be used to
simulate radiation fields in the hermetic zones of nuclear reactors and carry out functional radiation tests of nuclear
power plant components, with dimensions up to 800 mm. The necessity of experimental studies of real radiation fields
in various modes of functional radiation research of equipment is substantiated.
Keywords: qualification of NPP’s equipment, radiation fields, bremsstrahlung, radiation monitoring, radiation pro-
tection.
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MATRIX ELEMENTS OF THE DIPOLE-DIPOLE
INTERACTION BETWEEN TWO TWO-LEVEL

ATOMS DISTANCED ARBITRARILY FROM EACH
OTHER

Purpose. As a standard model for describing the processes of a resonant transmission of quantum information on
arbitrary distances is the system of two identical two-level atoms, one of which is under radiation of the field of real
photons. Such a system can serve as a basis for the construction of an element basis of quantum computers. The
purpose of this paper is to study the different modes of dynamics of a system of two identical two-level atoms when
they interacts with the field of real photons.
Methods. In this paper, we propose a general approach to the description of the processes for the transfer of quantum
information from one atom-qubit to another on the arbitrary interatomic distances, which includes two types of new
physical effects: the attenuation of quantum states and the retardation of the dipole-dipole interaction.
Results. The optical properties of a system of two identical two-level atoms in collective (symmetric Ψs and anti-
symmetric Ψa) Bell states at arbitrary interatomic distances are investigated. The closed analytical expressions for
the shifts and widths of the considered collective states are considered, taking into account the retarded dipole-dipole
interaction of atoms. In calculation of the radial matrix elements of the dipole-dipole interaction, the wave functions
of the model Fues potential are used.
Conclusions.Adetailed study of themechanisms of resonant transmission of the excitation energy at arbitrary distances
between the two-element atoms has an important practical significance for the physical realization of the logical
operator CNOT.
Keywords: quantum computer, dipole-dipole interaction, effects of retardation, Fues potential.

Introduction

Search for physical processes performing logi-
cal operations is one of the main physical prob-
lems associated with the implementation of the
idea of the quantum computer and quantum
computing [1]. In the papers [2–4], the quan-
tum computer based on electric dipole transi-
tions in a spectrum of two-level atoms inter-
acting selectively with short intensive optical
pulses was proposed. As a standard model for
describing the processes of a resonant transmis-
sion of quantum information at arbitrary dis-
tances is the system of two identical two-level
atoms, one of which is under radiation of the

field of real photons. Study of various regimes
of dynamics of such a model system interacting
with the field of real photons can serve as a ba-
sis for the construction of an element basis of
quantum computers. The theoretically elegant
proof of principle possibility of quantum infor-
mation transmission from one two-level atom to
another was given by A.S. Davidov [5], and also
by O.N. Gadomsky and K.K. Altunin in afore-
mentioned paper [2].

The problem of two interacting electrons
belonging to two different atoms being arbitrar-
ily apart from each other is one of key prob-
lems in understanding the processes of resonant
transmission of quantum information at arbi-
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trary distances. A large number of papers (see
[2, 6–15] and references therein) are devoted to
its study. The main result of these works is
that the presence of the second atom can signifi-
cantly change the lifetime of the excited state of
the atom; this change in the lifetime depends on
the mutual orientation of the dipole moments of
the transition of the atoms and distance between
them. Despite existing numerous publications
on the resonance interaction of atoms, many as-
pects of this interaction remain weakly investi-
gated up to this day, especially for two neutral
atoms located at an arbitrary distance from each
other.

Operator of electric dipole-dipole in-
teraction of two neutral atoms loca-
ted at an arbitrary distance from each
other

The resonance interaction occurs between the
excited atom and the atom in the ground state,
if the transition energy to the excited state is
the same for both atoms (the atoms are in reso-
nance). A similar situation always takes place in
the interaction of two identical two-level atoms.

There are several reasons why the theory
of resonant interaction of atoms at arbitrary dis-
tances from each other deserves further devel-
opment. First of all, in order to realise exper-
imentally two-qubit quantum operations with
cold neutral atoms it is necessary to be able to
control the interaction between the qubites [16].
That is why thorough theoretical study of all
possible types of atomic interactions is a key
to creating a quantum computer with qubits on
neutral atoms in optical traps. Depending on the
specific quantum states of the atoms involved
in the process of quantum information trans-
mission in the system of two qubits, this may
be either the Van der Waals interaction or the
resonant dipole-dipole interaction each of what
is characterized by different dependence on the

interatomic distance R (R−6 and R−3 respec-
tively, when neglecting the retardation). The
dipole-dipole interaction of atoms is stronger in
large (relatively to their own sizes) distances,
and therefore its use is a priority for increasing
the accuracy of quantum operations with neutral
atoms.

However, the standard quantum-
mechanical calculation of the energy of the res-
onance interaction of two identical atoms (see,
for example, [5]) becomes unsuitable for too
large distances of R between them. The fact is
that this calculation takes into account only the
instantaneous Coulomb interaction of charges
(the term∼ 1/R3 in the interaction operator (2)
without the retardation factor exp (i|ωfi|R/c)).
Such a consideration is only valid until the in-
teratomic distance R remains small compared
with the characteristic wavelengths λ0 in the
spectra of the interacting atoms.

A consistent theory of resonance interac-
tion of atoms that correctly describes the be-
havior of the forces of the dipole interaction of
atoms on both near and far distances can be con-
structed only if in this theory, all types of atomic
electrons interaction that are manifested in dif-
ferent spatial scales are taken into account from
the outset. Therefore, in describing the reso-
nance interaction of atoms at arbitrary distances
from each other, along with the instantaneous
Coulomb interaction, it is necessary to take into
account also the retarded interaction of atoms,
which depends on the velocity of light c and dis-
appears at c→ ∞.

Such a general consideration was made
in [6, 8–11], where the operator V̂ (±)

LL of the re-
tarded interaction of two electrons belonging to
two different hydrogen-like atoms at an arbi-
trary distance from each other. It is convenient
to write both parts of the inter-electron interac-
tion operator constructed in [6,8–11] i.e. the re-
tarded part V̂ (±)

LL ) and the Coulomb part VC in
the following form:
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V̂ (±) = V̂C + V̂
(±)
LL = exp

(
i

c
|ω(1)

fi |R
){

e2

r12
− e2

2m2c2

[
ˆ⃗p1 ˆ⃗p2 + n⃗(n⃗ ˆ⃗p1)ˆ⃗p2

r12
+

+R2
ˆ⃗p1 ˆ⃗p2 − 3n⃗(n⃗ ˆ⃗p1)ˆ⃗p2

r312

]
± e2R

2mc

n⃗ ˆ⃗p1 + n⃗ ˆ⃗p2
r212

}
. (1)

Here c is the velocity of light, e = −|e| and m
are the charge and mass of an electron, r12 =
|r⃗ ′

1 − r⃗ ′
2| is the distance between electrons be-

longing to atom 1 and atom 2, n⃗ = (r⃗ ′
1−r⃗ ′

2)/r12,
r⃗ ′
1 and r⃗ ′

2 are the radius-vectors of electrons 1
and 2 in an arbitrary coordinate system, ˆ⃗p1 and
ˆ⃗p2 are the momentum operators of 1-st and 2-nd
atomic electrons respectively. In (1) and there-
after, subscripts 1 and 2 differ quantities con-
nectedwith two different atoms; subscripts i and
f characterize the initial and final states of inter-
acting electrons; |ω(j)

fi | = |ω(j)
f − ω

(j)
i | ≡ ω0

is the resonant frequency of transition in the
spectrum of two-level atoms; ω(j)

i and ω(j)
f are

the frequencies of initial and final states of j-
th electron. In (1), the plus sign in front of
the term containing the factor R corresponds to
the case ω(1)

f > ω
(1)
i , and the minus sign cor-

responds to the case ω(1)
f < ω

(1)
i . Oscillating

exponential factor (so-called retardation factor)
exp (iω0R/c) determines the role of time retar-

dation of considered type of atoms interaction
[18].

Let the interatomic axis R⃗ of the diatomic
quantum system be directed along the z axis.
We will assume further that one two-level atom
is at the origin of the coordinate system (R⃗1 =
0) and the other at the point R⃗2 with coordi-
nates (0, 0, R). At large distances R, the opera-
tor V̂ ± describing the interaction between atoms
can be regarded as a small perturbation. Con-
sequently, we can relatively easily estimate the
energy of the resonance excitation exchange be-
tween two atoms distanced from each other on
the basis of the usual perturbation theory. As
follows from the derivation (see, for example,
[8, 10]) of the formula (1), the operator V̂ (±)

takes into account the transitions in the spectrum
of atoms of arbitrary multiplicity. In this paper,
we restrict ourselves to considering only electric
dipole transitions for which the operator V̂ (±) is
written as:

V̂
(±)
dip = exp

(
i

c
ω0R

){
d⃗1d⃗2 − 3(n⃗Rd⃗1)(n⃗Rd⃗2)

R3
± e

2mc

[
d⃗1 ˆ⃗p2 − 3(n⃗Rd⃗1)(n⃗R

ˆ⃗p2)

R2
−

−
ˆ⃗p1d⃗2 − 3(n⃗R

ˆ⃗p1)(n⃗Rd⃗2)

R2

]
− e2

m2c2

ˆ⃗p1 ˆ⃗p2 − (n⃗R
ˆ⃗p1)(n⃗R

ˆ⃗p2)

R

}
, (2)

where n⃗R = R⃗/R is the unit vector in the di-
rection of the inter-atomic axis R⃗, ω0 ≡ ωn0 =
(En − E0)/h̄ is the resonance frequency in the
spectrum of two-level atoms, d⃗1 = er⃗1 and
d⃗2 = er⃗2 are the operators of the electric dipole
moments of separate atoms, r⃗1 and r⃗2 are the
radius-vectors of electrons 1 and 2 relatively nu-
clei of atoms A(1) and A(2), respectively. This
operator is known as the generalized operator of
electric dipole-dipole interaction of two neutral
atoms located at an arbitrary distance from each
other.

The energy of resonance interaction
of atoms at arbitrary distances

Let us consider the system of two identical
atoms at an arbitrary distanceR from each other.
In each atom, we will be interested in the tran-
sition between the same pair of levels, and the
other levels will not manifest themselves in the
considered process of resonant transfer of the
excitation energy from one atom to another. In
fact, in nature, there are practically no atomic
systems with only two energy levels. But if
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the interaction with the field is of pronounced
resonant character, then, as a rule, the influ-
ence of other levels can be neglected. Thus, the
two-level atom represents a certain mathemati-
cal model of qubit – a carrier of quantum infor-
mation. The existence in the atomic quantum
system of two selected internal basis states and
the principle of superposition is enough to store
one bit of quantum information – a qubit. We
characterize each atom-qubit with two levels of
energyE0 andEn having the resonant transition
frequency ω0 = ω

(1)
fi = −ω(2)

fi = (En − E0)/h̄
and the wave functions φ0(j) and φn(j). The
subscripts 0 and n denote the ground and ex-
cited states of the atom, respectively, and the
argumentj = (1, 2) of the wave function indi-
cates a number of the electron (and a number of
the atom) to which it belongs.

Classical computers operate with bistable
transistor circuits that have a nonlinear rela-
tionship between the input and output voltages
[1]. In a quantum computer, a role of such a
bistable transistor circuit plays a two-level atom
having two orthogonal states |0⟩ and |n⟩, be-
tween which an electric single-electron dipole
transition with a resonant frequency ω0 is al-
lowed. Let the state |0⟩ with the wave function
φ0(j) and the energy E0 be a logical “0”≡ |0⟩
and the state |n⟩ with the wave function φn(j)
and the energy En (En > E0) be a logical
“1”≡ |n⟩. The level-to-level dipole transitions
|0⟩ ↔ |n⟩, E0 ↔ En with the matrix ele-
ment of the dipole moment of atom transition
(d⃗j)n0 = ⟨n|d⃗j|0⟩ correspond to the transitions
“0”↔“1”. As noted in [1], a quantum bistable
element (qubit) has a new (compared with the
classical one) property of the superposition of
states: it can be in any superposition state |φ⟩ =
α|0⟩ + β|n⟩, where α and β are complex num-
bers satisfying the condition |α|2 + |β|2 = 1.
It is the quantum principle of states superposi-

tion that allows the quantum computer to pro-
vide fundamentally new possibilities.

For the system of two interacting atoms
having only one electron, the Hamiltonian Ĥ
can be represented in the form of sum of Hamil-
tonians of isolated atoms, Ĥ0 = Ĥ1(r⃗1) +
Ĥ2(r⃗2), and operator of electric dipole-dipole
interaction between them, V̂ (±)

dip :

Ĥ = Ĥ0 + V̂
(±)
dip

= Ĥ1(r⃗1) + Ĥ2(r⃗2) + V̂
(±)
dip (r⃗1, r⃗2;R). (3)

Let En1n2 = En1 + En2 and |n1n2⟩ are respec-
tively the eigenvalue and eigenfunction of op-
erator of energy Ĥ0 = Ĥ1 + Ĥ2 without in-
teratomic interaction. In accordance with the
partition (3), let us denote the wave function of
the state of the system in which both the non-
interacting atoms are in the ground state by |00⟩,
that is,

|00⟩ = φ0(1)φ0(2) exp(−iE0t1/h̄)

× exp(−iE0t2/h̄) ≡ φ̃0(1)φ̃0(2). (4)

Here E0 is the energy of the initial states of the
first A(1) and second A(2) atoms, the numbers
1 and 2 correspond to the coordinates and times
for the atoms A(1) and A(2), respectively. For
neutral atoms having not constant dipole mo-
ments, the energy correction to the two-atom
system is equal to zero, because ⟨00|V̂ (±)

dip |00⟩ =
0. At the same time, the dipole-dipole interac-
tion being effective at small distances between
atoms distorts in some way the wave functions
of atomic states. Thus, in the first approxima-
tion of the perturbation theory in the interatomic
interaction V̂ (±)

dip (2), the perturbed wave func-
tion of the system of two identical atoms in the
ground state is of the standard form (see, for ex-
ample, [5, 17]):

Ψ0(1)Ψ0(2) = φ̃0(1)φ̃0(2) +
∑
n1n2

< φ̃n1(1)φ̃n2(2)|V̂
(±)
dip |φ̃0(1)φ̃0(2) >

2E0 − En1 − En2

φ̃n1(1)φ̃n2(2), (5)

where summation is carried out with respect to
all possible intermediate states of atoms except
of |00⟩. According to the representation (5),

a non-zero correction to the energy of the two
neutral atoms system in the ground state will
appear only in the second order of the pertur-
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bation theory [5, 17, 18]. We consider the state
Ψ0(1)Ψ0(2) (see (5)) as an initial state of pair of
atoms interacting with field of real photons.

Let the final state |n0⟩ of two reso-
nant atoms corresponds to the excited state |n⟩
of atom A(1) with wave function φ̃n(1) =
φn(1) exp(−iEnt1/h̄) and energy En as well as
the ground state |0⟩ of atom A(2) with wave
function φ̃0(2) = φ0(2) exp(−iE0t2/h̄) and en-
ergy E0. According to the resonance condi-
tion, the state |0n⟩ being described by the wave
function φ̃0(1)φ̃n(2) corresponds to the same
energy. Consequently, the unperturbed system
(two isolated identical atoms) has the additional
degeneration here associated with the possibil-
ity of permutation of states between atoms. In
the first approximation of the perturbation the-
ory, we have the energy matrix of the second or-
der. It is diagonalized when constructing sym-
metric and antisymmetric linear combinations
of the initial wave functions of individual atoms:

Φs(1, 2) =
1√
2
[φ̃n(1)φ̃0(2) + φ̃0(1)φ̃n(2)] ,

(6)

Φa(1, 2) =
1√
2
[φ̃n(1)φ̃0(2)− φ̃0(1)φ̃n(2)] .

(7)

In the case of complex atoms A(1) and
A(2) with an arbitrary number of electrons, the
interaction between them at small distances R
plays a significant role. In this, the Hamil-
tonians Ĥ1 and Ĥ2 as well as the zeroth ap-
proximation functions Φs (6) and Φa (7) should
be interpreted in the approximation of the self-
consistent field for the two-center potential [19].
In this case, V̂ ±

dip is the correlation interaction of
atoms with each other. The transition to the cor-
responding operator of the electric dipole-dipole
interaction V̂ ±

dip of atoms with many electrons
can be carried out by transition in (2) from the
momentum operator ˆvecpj of j -th electron to
the operator of the dipole moment d⃗j [5] and the
subsequent replacement of the operators d⃗1 and
d⃗2 by the operators of the dipole moments of the
atoms A(1) and A(2), respectively.

In order to obtain corrections to the en-
ergy of symmetrical (6) and antisymmetrical (7)
states of the system of two resonant atoms in the
first order of perturbation theory one has to cal-

culate the mean values of the perturbation oper-
ator V̂ (±)

dip (2) in these states, i.e.,

∆Es = ⟨Φs|V̂ (±)
dip |Φs⟩,

∆Ea = ⟨Φa|V̂ (±)
dip |Φa⟩. (8)

Substituting the expressions (2), (6) and (7) into
(8), after simple transformations with use of the
known ratio [5]

⟨n| ˆ⃗pj|0⟩ = i
mω0

e
⟨n|d⃗j|0⟩

we obtain the final expression

∆Es(R) = −∆Ea(R) = ω3
0e

iω0R/c|⟨n|d⃗|0⟩|2

×
[(

1

ω3
0R

3
− i

cω2
0R

2

)
Φ(1, 2)− Φ′(1, 2)

c2ω0R

]
≡ ∆EAA(R). (9)

Here

Φ(1, 2) ≡ cos θx1 cos θ
x
2 + cos θy1 cos θ

y
2

− 2 cos θz1 cos θ
z
2,

Φ′(1, 2) ≡ cos θx1 cos θ
x
2 + cos θy1 cos θ

y
2

are the geometric factors depending on the ori-
entation of dipole transitions in both atoms, θxi ,
θyi , θzi (i = 1, 2) are the angles between one of
corresponding axes and the direction of dipole
transition in i-th atom A(i).When writing the
expression (9) it is taken into account that the
atom-qubits of the considered quantum system
are identical, that is, they have identical matrix
elements of the operator of the dipole moment
between the ground |0⟩ and excited |n⟩ states:

|⟨n|d⃗1|0⟩| = |⟨n|d⃗2|0⟩| = |⟨n|d⃗|0⟩| ≡ |(d⃗)n0|.

Note that the quantity∆Es (∆Ea) is com-
plex shift of energyEs (Ea) of symmetrical (an-
tisymmetrical) state Φs (Φa) of the pair of iden-
tical atoms. For further analysis, in the formulas
(9) for ∆Es and ∆Ea, it is convenient to sepa-
rate explicitly real and imaginary parts:

∆Es = δEs −
i

2
h̄γs, ∆Ea = δEa −

i

2
h̄γa.

(10)
The complexity of the shifts ∆Es and ∆Ea re-
flects in the first place purely relativistic ef-
fects of retardation of the interaction (1) of two
resonant atoms at an arbitrary distance from
each other. The appearance of imaginary terms
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−ih̄γs/2 and −ih̄γa/2 in ∆Es(a) (10) arising
from the retarded dipole-dipole interaction of
atoms, was first revealed in [20], and later, inde-
pendently in the more systematic approach [14].

The first-order corrections to the energy
En+E0 of initially degenerated collective states
(6) and (7) give only real parts δEs and δEa of
the complex shifts (8):

δEs,a(R) = ±Re∆EAA(R)

= ±e2|⟨n|r⃗|0⟩|2F (1, 2;R). (11)

The dependence of the shifts δEs(a)(R) on
the interatomic distance R is completely deter-
mined by the multiplier F (1, 2;R). In order to
simplify the expression (11), there is the nota-
tion used:

F (1,2;R) =

=

[
Φ(1, 2)

R3
− ω2

0Φ
′(1, 2)

c2R

]
cos
(
ω0R

c

)
+
ω0Φ(1, 2)

cR2
sin
(
ω0R

c

)
, (12)

where the plus and minus signs in (11) corre-
spond to the symmetric Φs and the antisymmet-
ric Φa wave functions of the pair of identical
atoms. As can be seen in (11), for the states
of different symmetries (Φs (6) and Φa (7))
with respect to permutations of atoms, the con-
sidered retarded dipole-dipole interaction gives
the shifts δEs and δEa having opposite signs:
δEs = −δEa. At the same time, with increas-
ingRmoduli of the shifts δEs(a) of energy levels
of the system of dipole-dipole interacting atoms
decrease and tend to zero in the limit of sepa-
rated (R → ∞) atoms as 1/R.

Let us study the behavior of δEs(a)(R) in
the limiting cases of large and small R. Thus,
the expressions for δEs and δEa can be essen-
tially simplified at ω0R/c → 0, when linear
sizes of two-atom quantum system are much
smaller than characteristic wave length λ0 =
2πc/ω0 in spectrum of interacting atoms (R ≪
λ0). In this limiting case, one can neglect
the retardation of the dipole-dipole interaction
of atoms, that makes it possible to substitute
cos(ω0R/c) = 1, sin (ω0R/c) = ω0R/c in the
expression (12) for F (1, 2;R) and to omit terms
proportional to 1/R and 1/R2. Then, instead of

(11) we obtain

δE ′
s,a = ± e2

R3
|⟨n|r⃗|0⟩|2Φ(1, 2). (13)

As it is expected, this expression coincides with
the known formula [5] for the energy of reso-
nant exchange of excitations between two neu-
tral atoms located closely from each other.

We now consider the opposite limiting
case ω0R/c ≫ 1, when the distance between
atoms is much larger than the wavelength λ0 =
2πc/ω0. As can be seen from (1) and (2), only
the mostly long-range retardation term, propor-
tional to 1/R, plays the main role in the inter-
action between atoms (when R ≫ λ0). For
this reason, in the formula (12) for the factor
F (1, 2;R), terms decreasing with the distance
as 1/R2 and 1/R3 can be neglected. As a result,
for sufficiently large R (R ≥ 0), the expression
(11) got the following form:

δEs = −δEa =

= −e
2ω2

0Φ
′(1, 2)

c2R
|⟨n|r⃗|0⟩|2 cos

(
ω0R

c

)
.

(14)

This expression is consistent with the corre-
sponding formula [20] for the energy of the res-
onance excitation exchange between two distant
(R ≫ λ0) neutral atoms.

Let us take note of the following impor-
tant circumstance related to the difference be-
tween formulas (11) and (13). The presence of
the real cos(ω0R/c) and imaginary sin(ω0R/c)
parts of the retardation factor exp(iω0R/c) in
various terms of the expression (12) indicates to
the complicated periodic dependence of the ma-
trix element of the excitation transfer δEs(a)(R)
on the interatomic distanceR. It is this property
of the oscillating behavior of δEs,a(R) on the
background of power decreasing (∼ 1/R) with
the distanceR being slower than (13) is themost
characteristic feature of the formula (11) for the
energy of the resonant excitation exchange be-
tween two neutral atoms. The dependence of
δEs,a(R) on R distinguishes from (13) due to
the retardation part of the dipole-dipole interac-
tion of atoms.

Therefore, we see that at account of
dipole-dipole interatomic interaction (2) the
symmetrical and antisymmetrical states of the
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pair of atoms have the different energies

Es = En + E0 + δEs

= En + E0 + e2|⟨n|r⃗|0⟩|2F (1, 2;R), (15)
Ea = En + E0 + δEa

= En + E0 − e2|⟨n|r⃗|0⟩|2F (1, 2;R). (16)

Two collective states of the system of two res-
onant atoms: symmetric s and antisymmetric a,
initially degenerated with respect to energy, are
described by the two types of wave functionsΦs

(6) and Φa (7) which with taking into account
the corrections δEs, δEa to the energy En +E0

can be written as

Ψs = Φs exp(−iδEst1/h̄),

Ψa = Φa exp(−iδEat1/h̄), (17)

where Φs and Φa are determined in (6) and (7),
t1 is the local time for the atomic pair associated
with the position of the atom A(1).

As can be seen from (15) and (16), the
dipole-dipole interaction between atoms leads
to the splitting of the initially degenerate (with
respect to the energy) level E0 + En into two
collective energy levelsEs (15) andEa (16) dis-
tanced from each other by the quantity ∆E =
Es − Ea = 2δEs, which characterizes the pro-
cess of resonance transfer of the excitation en-
ergy from one atom to another. At the same
time, due to the resonance interaction of atoms,
the energy level Es (15) lies∆E = 2δEs above
the level Ea (16).

Thus, in order to calculate the energy of
symmetric Es (15) and antisymmetric Ea (16)
states of the system of two resonant atoms, it is
necessary to calculate the matrix elements of the
dipole transitions ⟨n|r⃗|0⟩. In this case, the wave
function should take into account the influence
of the electrons of the atomic core on the non-
Coulomb additive to the potential acting on the
valence electron in the atom.

Such a modification is present, for exam-
ple, in the Fues model potential, which takes
into account simultaneously action of the po-
larization potential on states with large orbital
quantum numbers l and the action of the Pauli
principle that “forces out” a valence electron
from the core in states with small l [21]. The
Fues potential for the motion of an electron in
the field of an ion residue with the charge Zi has
the form

V (r) = −Zi

r
+
∑
l

Bl(E)

r2
P̂l, (18)

where P̂l is the projection operator on the sub-
space of states with the orbital moment l,Bl(E)
is the constant that changes the centrifugal po-
tential in this subspace in such a way that the
eigenvalues Enl = −Z2/(2ν2nl) of the corre-
sponding radial Schrödinger equation, which
are determined by the effective principal quan-
tum number [21, 22]

νnl = nr + λnl + 1,

λnl =
√
(l + 1/2)2 + 2Bl(Enl)− 1/2 (19)

(λ is the effective orbital moment, nr =
0, 1, 2, . . . is the radial quantum number), co-
incide exactly with energies of a real atom.

The eigenfunctions of the radial Hamilto-
nian with the potential (18) normalized by the
condition

∞∫
0

|⟨r|nlj⟩|2r2 dr = 1

can be written using the confluent hypergeomet-
ric function 1F1(a; c;x) in the form

⟨r|nlj⟩ = 2Z
3/2
i

ν2nl

√
(2λ+ 2)nr

nr!Γ(2λ+ 2)

(
2Zir

νnl

)λ

exp
(
−Zir

νnl

)
1F1

(
−nr; 2λ+ 2;

2Zir

νnl

)
; (20)

Here, the standard notations for the gamma
function Γ(x) and the Pochammer symbol
(a)n = a · (a+1) · . . . · (a+n−1) [23] are used.
It is obvious that this solution satisfies the stan-
dard requirements of continuity, uniqueness and
boundedness in the entire numerical semiaxis,

which represents the distance from the atomic
nucleus to electron r ∈ [0;∞). Therefore, af-
ter integrating, the radial matrix element Rnn′

in (15) and (16) can be represented analytically
using the generalized hypergeometric function
of two variables F2 [23, 24]:
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Rnn′ =
1

4Zi

Γ(λ+ λ′ + 4)√
Γ(2λ+ 2)Γ(2λ′ + 2)

√
(2λ+ 2)nr

nr!

(2λ′ + 2)n′
r

n′
r!

(
2ν

ν + ν ′

)λl+2(
2ν ′

ν + ν ′

)λl+2

×

× F2

(
λ+ λ′ + 4;−nr;−n′

r; 2λ+ 2; 2λ′ + 2;
2ν ′

ν + ν ′ ,
2ν

ν + ν ′

)
, (21)

where the primed quantities refer to the final
state, and non-primed ones – to the initial state.

Summary

In this paper, on the basis of the theory of res-
onance interaction of atoms through the field of
virtual photons [6, 8–11], the influence of the
retarded dipole-dipole interaction of atoms on
the formation and decay of quasi-stationary col-
lective (symmetric Ψs and antisymmetric Ψa)
states of the quantum system consisting of two

fixed identical two-level atoms is investigated.
The closed analytic expressions for the shifts
andwidths of the considered collective statesΨs

and Ψa are obtained taking into account the re-
tarded dipole-dipole interaction of atoms. The
theoretical analysis of the shift and splitting of
the collective energy levels of the given system
caused by interatomic interaction is carried out.
The asymptotic expansions of the real and imag-
inary parts of energy of the quasi-stationary Bell
states Ψs and Ψa in the limit of large and small
interatomic distances are studied.
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МАТРИЧНЫЕ ЭЛЕМЕНТЫ
ДИПОЛЬ-ДИПОЛЬНОГО ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ

МЕЖДУ ДВУМЯ ДВУХУРОВНЕВЫМИ
АТОМАМИ, РАСПОЛОЖЕННЫМИ НА

ПРОИЗВОЛЬНОМ РАССТОЯНИИ ДРУГ ОТ ДРУГА

Исследовано оптические свойства системы из двух одинаковых двухуровневых атомов в коллективных (сим-
метричномΨs и антисимметричногоΨa) белловских состояниях при произвольных межатомных расстояниях.
Получены замкнутые аналитические выражения для сдвигов и ширин рассматриваемых коллективных состо-
яний с учетом запизнюючеи диполь-дипольного взаимодействия атомов. При исчислении радиальных матри-
чный элементов диполь-дипольного взаимодействия использованы волновые функции модельного потенциала
Фьюса.
Ключевые слова: квантовый компьютер, диполь-дипольное взаимодействие, эффекты запаздывания, потен-
циал Фьюса.
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МАТРИЧНІ ЕЛЕМЕНТИ ДИПОЛЬ-ДИПОЛЬНОЇ
ВЗАЄМОДІЇ МІЖ ДВОМА ДВОРІВНЕВИМИ

АТОМАМИ, РОЗТАШОВАНИМИ НА ДОВІЛЬНІЙ
ВІДСТАНІ ОДИН ВІД ОДНОГО

Досліджено оптичні властивості системи з двох однакових дворівневих атомів у колективних (симетрично-
му Ψs і антисиметричному Ψa) беллівських станах при довільних міжатомних відстанях. Отримано замкнуті
аналітичні вирази для зсувів і ширин розглядуваних колективних станів з урахуванням запізнюючої диполь-
дипольної взаємодії атомів. При обчисленні радіальних матричний елементів диполь-дипольної взаємодії ви-
користано хвильові функції модельного потенціалу Фьюса.
Ключові слова: квантовий комп’ютер, диполь-дипольна взаємодія, ефекти запізнювання, потенціал Фьюса.
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ON THE SINGULAR SOLUTION OF
SCHRÖDINGER EQUATION FOR THE HYDROGEN

ATOM

Purpose. The authors of known for us textbooks on quantum mechanics pay attention only to the first regular solution
of Schrödinger equation for the hydrogen atom. To exclude the second linearly independent solution from the general
solution, different textbooks give various arguments such as invalid boundary condition in the coordinate origin, the
appearance of Dirac delta function or divergence of the kinetic energy in the origin.
Methods.Using the power series method, we obtained an exact analytic expression for the second independent solution
of Schrödinger equation for the hydrogen atom.
Results. The solution consists of a sum of two parts, one of which increases indefinitely over long distances, while the
other is limited and contains a logarithmic term. This feature is peculiar to all values of the orbital angular momentums.
Conclusions. On the example of the hydrogen atom, we demonstrated the mathematically correct algorithm of cons-
truction of the independent solutions for the power series method. In particular, this algorithm is important in the case
of quantum systems with coupled channels which are described by two or more coupled Schrödinger equations.
Keywords: hydrogen atom, regular solution, singular solution, ordinary differential equation, indicial equation

Introduction

The problem for the hydrogen atom, as one
of the few that allows an exact analytical so-
lution, is considered for methodological rea-
sons in most textbooks on quantum mechan-
ics. One of the two independent solutions of the
Schrödinger equation is square integrable and
satisfies the boundary conditions at the coordi-
nate origin (r = 0) and at infinity (r → ∞). For
states with orbital angular momentum l ≥ 1, the
second singular solution gives the divergence of
the normalization integral at the point r = 0.

However, for the angular momentum l =
0, the singularity of the second solution is ex-
pressed weakly and does not lead to the diver-
gence of the integral at the origin, but it is re-
jected by guiding various arguments in vari-
ous textbooks. These arguments can be classi-
fied into three groups. The first group of text-
books [1–4] indicates the unsatisfactory bound-

ary conditions of the second solution at the ori-
gin. In another group of textbooks [5–7], it
is indicated that this solution does not satisfy
the Schrödinger equation at the origin of co-
ordinates r = 0 due to the appearance of the
Dirac function δ(r). In the practical textbook
[8], there is argued that in the singular state of
l = 0 the mean value of the kinetic energy takes
the infinite, therefore this solution is unaccept-
able.

We tried to deal with this variety of argu-
ments also because if the singular solution for
the orbital moment l = 0 is possible to normal-
ize, then it represents a state with limited energy
of the system but an infinite average kinetic en-
ergy (+∞) and infinite potential energy (−∞),
that is, the sum of two infinite quantities is finite

E = ⟨Ψ|Ĥ|Ψ⟩ = ⟨EK⟩+ ⟨EP ⟩ =
= (+∞) + (−∞). (1)

To demonstrate our investigation about
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the singular solution we briefly repeat one of the
methods for obtaining the analytical solution of
the Schrödinger equation with the Coulomb po-
tential.

The radial Schrödinger equation

In the Schrödinger equation

HΨ(r⃗) = EΨ(r⃗) (2)

with the Coulomb potential for the hydrogen
atom

H =
p⃗2

2µ
− e2

r
, (3)

where µ is a reduced mass of the atom, one sep-
arates the variables in the spherical coordinate
system

Ψ(r⃗) = Ψ(r, θ, ϕ) = Rl(r)Ylm(θ, ϕ) =

=
ul(r)

r
Ylm(θ, ϕ), (4)

where Ylm(θ, φ) is spherical harmonics. For ra-
dial function ul(r), we obtain the equation

u
′′

l +

(
−k2 − l(l + 1)

r2
+

2A

r

)
· ul(r) = 0, (5)

where l is the orbital angular momentum, and
parameters k and A have the same dimension
and are given by expressions

k2 =
2µ|E|
h̄2

, A =
e2µ

h̄2
(6)

The normalization of the radial function ul(r)
looks as

∫ ∞

0

u2l (r) · dr = 1. (7)

At large distance (r → ∞) equation (5) takes
the form (we will omit index l)

u
′′ − k2 · u(r) = 0, (8)

and has two independent solutions e−kr and
e+kr. Since the normalization condition is ful-
filled for the asymptotic (r → ∞) solution e−kr,
the radial function of equation (5) is sought in
the form

u(r) = f(r) · e−kr, (9)

which leads to an equation for the unknown
function f(r)

f
′′ − 2kf

′ − l(l + 1)

r2
f +

2A

r
f = 0. (10)

We shall now look for solution of equation
(10) by the power series method

f(r) = rs ·
∞∑
j=0

ajr
j, a0 ̸= 0, (11)

where s and aj are unknown parameters that
are determined from the substitution of function
(11) into equation (10) with subsequent zeroing
of coefficients for each power of variable r. The
coefficient at the lowest power gives the equa-
tion for determining the parameter s

a0(s
2 − s− l2 − l) = 0. (12)

This equation has two solutions s1 = l + 1 and
s2 = −l. Since the roots of the indicial equation
(12) differ by an integer, according to [9,10] two
independent solutions of the differential equa-
tion are defined in the way

f1(r) = rl+1 ·
∞∑
j=0

ajr
j, (13)

f2(r) = r−l ·
∞∑
q=0

bqr
q + g · f1(r) · ln(r), (14)

where unknown coefficients aj , bq and g are suc-
cessively determined by substituting the formu-
las (13) and (14) into equation (10) and equating
to zero the coefficients for powers of the vari-
able r.
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The regular solution

Substituting formula (13) into equation (10) we
obtain the following chain of equations for co-
efficients aj

a0(k · l + k − A)− a1(l + 1) = 0,

a1(k · l + 2k − A)− a2(2l + 3) = 0, . . . (15)

In the general case, starting with coefficient a1,
the following are sequentially

aj =
2 · (k · (l + j)− A)

(2l + j + 1) · j
· aj−1,

j = 1, 2, 3, . . . (16)

The only coefficient a0 remains indefinite, but
it serves as a common factor and defines only
the normalization of the function (13). The ra-
tio of the coefficients of the series (13) with the
growth of the index j gives the value

lim
j→∞

aj
aj−1

=
2k

j
, (17)

which corresponds to the ratio of coefficients of
the Taylor series for the function e2kr. That is,
taking into account formula (9), the radial func-
tion u(r) will behave like ekr. However, when
the coefficients of the series (13) vanish, start-
ing with a1 we break an infinite series and ob-
tain a polynomial as the first independent solu-
tion. The zero value of the coefficient aJ can be
achieved by a special choice of the parameter k
(eigenvalue of the energy (6))

k =
A

l + J
, J = 1, 2, 3, . . . (18)

The given algorithm allows finding the eigen-
values of energy and the regular radial eigen-
function

u1(r) = f1(r) · e−kr, (19)

where the coefficient a0 is determined by the
condition of normalization (7). In this case, the
function f1(r) is a polynomial with powers of
the variable from rl+1 up to rJ+1.

The singular solution

The second independent solution of equation
(10) is given by formula (14), which includes
the first solution (13). We note that for orbital
momentum l ≥ 1 the solution (14) is singular at
zero, which does not allow normalizing the ra-
dial function. Therefore, we consider the case
l = 0, when the solution is regular at zero. To
simplify the calculations, we take into account
the ground state (l = 0, J = 1, k = A) for
which the first solution has the form f1(r) =
a0 · r. Then the formula for the second indepen-
dent solution (14) will take the form

f2(r) =
∞∑
q=0

bqr
q + g · r · ln(r) (20)

We substitute formula (20) into equation (10)
and consistently vanish coefficients for every
degree of variable r (logarithmic members are
reduced autonomously). To determine un-
known coefficients we obtain a chain of equa-
tions

2Ab0 + g = 0, 2b2 − 2Ag = 0,

−2Ab2 + 6b3 = 0, −4Ab3 + 12b4 = 0,

−6Ab4 + 20b5 = 0, . . . (21)

From these equations, one can sequentially find
g, b2, b3, b4, etc. Coefficient b1 remains uncer-
tain. This reflects the fact that the sum of two
independent solutions

f(r) = αf1(r) + βf2(r) (22)

is also a solution to the equation (10). For sim-
plicity, the coefficient b1 can be set to zero. The
coefficient b0 also remains as an indefinite com-
mon factor of the function f2(r). The chain of
equations (21) is not interrupted, and the rela-
tion of neighboring coefficients with the growth
of the index q has the same form as formula (17).
Accordingly, an infinite series in (20) behaves
asymptotically as e2kr. So the second indepen-
dent solution of the radial equation (5) will have
a term that behaves like ekr as r → ∞. So, the
two independent solutions of equation (5) for
the ground state are
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u1(r) = a0 · r · e−kr, (23)

u2(r) = (
∞∑
q=0

bqr
q) · e−kr +

g · r · ln(r) · e−kr. (24)

The first solution (23) is normalized (regular),
and the second solution (24) is not normalized
(singular) since the power series behaves like
e2kr at large distances.

Discussion and conclusion

We found the exact formula (14) of the second
independent solution of the Schrödinger equa-
tion for the hydrogen atom, which contains a
logarithmic term and satisfies the equation at the
origin of the coordinate r = 0. For the orbital
angular momentum l = 0, the second indepen-
dent solution is finite at the origin but exponen-
tially increases at long distances. The exponen-
tial behavior of the second independent radial
solution at large distances is inherent for every
value of the angular momentum l. That is, one
independent solution of the radial Schrödinger
equation for hydrogen-like atoms has a regu-
lar behavior and is normalized on the interval
[0,∞), and the second independent solution is
not normalized and exponentially increases at
large values of variable r.

The exponential rise of the second inde-
pendent solution of (5) can be proved by based

on general considerations. Namely, at large dis-
tances, the Schrödinger equation has two inde-
pendent solutions ũ1(r) ∼ e−kr and ũ2(r) ∼
ekr, which don’t depend on orbital angular mo-
mentum l. At the origin of the coordinates, inde-
pendent solutions are u1(r) ∼ rl+1 and u2(r) ∼
r−l. The solution u1(r) converges to the solu-
tion ũ1(r) as r → ∞, but the independent solu-
tion u2(r) must converge either to the solution
ũ2(r) or to linear sum [α · ũ1(r)+β · ũ2(r)] (here
β ̸= 0) as r → ∞. That is the second solution
exponentially rise at the infinite.

One can note that the Schrödinger equa-
tion for the scattering problem of an electron
on a proton differs from equation (5) only by a
sign of the parameter k2 (+k2 instead of −k2).
For such equation, two independent solutions
are well known - the regular Fl(k, r) and irregu-
lar (logarithmic) Gl(k, r) Coulomb wave func-
tions [11].

We want to emphasize that for the hy-
drogen atom with Coulomb potential and for
deuteron wave function [12], the logarithmic
term in (14) ensures the correct behavior of the
solution at the origin. However, for other poten-
tials, it can appear that the coefficient g in equa-
tion (14) is zero. Such situates are realized for
mixed states of two quarks systems where mix-
ing of orbital [13] or spin momentums [14, 15]
can occur.
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СИНГУЛЯРНОЕ РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЯ
ШРЕДИНГЕРА ДЛЯ АТОМА ВОДОРОДА

Методом разложения в степенной ряд, получено точное аналитическое выражение для второго независимого
решения уравнения Шредингера для атома водорода. Решение состоит из суммы двух частей, одна из которых
неограниченно возрастает на больших расстояниях, а вторая ограничена на бесконечности, хоть и содержит
содержит логарифмический множитель. Такая структура решения характерна для всех величин орбитально-
го момента. В известных нам учебным пособиям по квантовой механике приводится только выражение для
первого регулярного решения. Для исключения второго линейно независимого решения в разных учебниках
приводятся различные аргументы.

89

https://doi.org/10.1007/s10582-005-0059-1
https://doi.org/10.24144/2415-8038.2009.25.141-147
https://doi.org/10.24144/2415-8038.2009.25.141-147
https://www.researchgate.net/publication/292145022
https://www.researchgate.net/publication/292145022


Uzhhorod University Scientific Herald. Series Physics. Issue 45. — 2019

Ключевые слова: атом водорода, регулярное решение, сингулярное решение, обыкновенное дифференциаль-
ное уравнение, характеристическое уравнение.
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СИНГУЛЯРНИЙ РОЗВ’ЯЗОК РІВНЯННЯ
ШРЕДІНГЕРА ДЛЯ АТОМА ВОДНЮ

Методом розкладу в степеневий ряд, отримано точний аналітичний вираз для другого незалежного розв’язку
рівняння Шредінгера для атома водню. Розв’язок складається з двох доданків, один з яких необмежено зро-
стає на великих відстанях, а другий на нескінченості прямує до нуля, хоч і містить логарифмічний множник.
Така структура розв’язку характерна для всіх величин орбітального моменту. У відомих нам підручниках по
квантовій механіці наводиться тільки вираз для першого регулярного розв’язку. Для усунення другого лінійно
незалежного розв’язку в різних підручниках наводяться різні аргументи.
Ключові слова: атом водню, регулярний розв’язок, сингулярний розв’язок, звичайне диференціальне рівнян-
ня, характеристичне рівняння.
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РІЗНОМАНІТТЯ ПІДХОДІВ ДО ПИТАННЯ ПРО
ВИВЕДЕННЯ РІВНЯННЯ ДІРАКА

Представлено 26 варіантів виводу рівняння Дірака, які базуються на різних фізичних принципах і матема-
тичних формалізмах. Наведено три оригінальні підходи авторів до вирішення цієї задачі: узагальнення ви-
воду Г. Саллгофера, отримання безмасового рівняння Дірака з рівнянь Максвелла у максимально симетри-
чній формі, вивід рівняння Дірака з ненульовою масою з релятивістської квантової механіки дублета ферміон-
антиферміон спінів s = 1/2. Започатковано демонстрацію ролі рівняння Дірака у сучасній теоретичній фізиці.
Ключові слова: рівняння Дірака, спінорне поле, квантова механіка, теорія поля.

Вступ

Рівняння Дірака понад 90 років (1928–2018)
є одним з основних рівнянь теоретичної фі-
зики. Його застосування вже давно вийшло
далеко за межі квантової механіки, квантової
теорії поля, атомної та ядерної фізики і фізи-
ки твердого тіла.

Влучний вивід того чи іншого рівнян-
ня математичної фізики є першим кроком до
його успішного застосування, адже кожен та-
кий вивід базується на фундаментальних ма-
тематичних принципах і фізичних основах
відповідної моделі фізичної реальності.

Вступ до розгляду рівняння Дірака ста-
ном на сьогодні налічує біля 30 різномані-
тних підходів лише до задачі виводу цього
рівняння. Нижче ми представляємо основні
положення 26 з них, у тому числі і три наші
власні оригінальні виводи.

Мінімум необхідних позначень

Система одиниць h̄ = c = 1. Метрика g =
(gµν) = (+ − −−), aµ = gµνaν , по індексу,
що повторюється двічі, – сумування.

Рівняння Дірака для вільного поля:

(iγµ∂µ −m)ψ(x) = 0, (1)

де x ∈ M(1, 3), ∂µ ≡ ∂/∂xµ, µ = 0, 3, j =
1, 2, 3; M(1, 3) = {x ≡ (xµ) = (x0 =
t, −→x ≡ (xj))} – простір-час Мінковського,
а 4-компонентна функція ψ(x), взагалі кажу-
чи, належить оснащеному простору Гільбер-
та S3,4 ⊂ H3,4 ⊂ S3,4∗. Тут S3,4 – простір
основних функцій Шварца, а S3,4∗ – простір
узагальнених функцій Шварца. Зауважимо,
що у квантово-механічних теоріях, де часова
змінна відіграє роль параметра, слід викори-
стовувати саме простір S3,4 ⊂ H3,4 ⊂ S3,4∗,
однак у формалізмі явно коваріантної теорії
поля оснащений простір Гільберта вибирає-
мо у вигляді S4,4 ⊂ H4,4 ⊂ S4,4∗. Матриці Ді-
рака, які задовольняють антикомутаційним
співвідношенням алгебри Кліффорда, виби-
раємо у представленні Дірака-Паулі

γ0 =

∣∣∣∣ I 0
0 −I

∣∣∣∣ , γℓ =

∣∣∣∣ 0 σℓ

−σℓ 0

∣∣∣∣ ,
ℓ = 1, 2, 3, γµγν + γνγµ = 2gµν ,

(2)

де σℓ – стандартні матриці Паулі.
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Відомі і маловідомі підходи

Очевидно, що перший вивід належить само-
му Полю Діраку. Викладки легко знайти у
статті Дірака 1928 р. і його монографії [1].

Ван дер Варден та Сакураї, див., на-
приклад, [2], доповнили формалізм виводу
Дірака використанням додаткового співвід-
ношення (−→σ · −→p )(−→σ · −→p ) = −→p 2 і, кінцево,
факторизацією у вигляді (p0 + −→σ · −→p )(p0 −
−→σ · −→p ) = m2.

Сучасного вигляду факторизація опе-
ратора Клейна-Гордона набуває у Н.Н. Бо-
голюбова та Д.В. Ширкова [3]

(iγµ∂µ −m) (iγν∂ν +m) = −∂α∂α +m2,
(3)

де використано також антикомутаційні спів-
відношення алгебри Кліффорда (2).

Вивід рівняння Дірака з варіаційно-
го принципу найменшої дії Ейлера-Лагранжа
також легко знайти у [3].

У монографії Л. Райдера [4] (друге ви-
дання) дане рівняння отримано з явно кова-
ріантних трансформаційних властивостей
4-компонентного спінора. Автори [5] ствер-
джують, що зуміли суттєво покращити вивід
Л. Райдера.

Вивід рівняння Дірака з первісних гео-
метричних властивостей простору часу і
електрона разом з широким обговоренням
геометричних принципів побудови теорії
електрона є основним змістом монографії Х.
Келлера [6]. Використано ідеї висловлені ще
у 1929 р. В.О. Фоком і Д.Д. Іваненко про гео-
метричний сенс γ-матриць Дірака.

У рамках теоретико-групового підхо-
ду до фізики елементарних частинок рівня-
ння Дірака слідує з класифікації Баргмана-
Вігнера елементарних частинок довільної
маси і спіна на основі незвідних представ-
лень групи Пуанкаре, див., наприклад, [7].
Гамільтоніан Дірака відповідає незвідному
представленню цієї групи, яке характеризу-
ється власними значеннями m > 0 і s = 1/2
відповідних операторів Казіміра.

Рівняння Дірака (1) є частинним ви-
падком рівняння Баргмана-Вігнера [8] для
полів довільного спіна. Нескладне виписува-
ння частинного випадку цього рівняння для
спіна s=1/2 приводить 2s·4-компонентне рів-

няння Баргмана-Вігнера до 4-компонентного
рівняння Дірака. Однак такий вивід рівня-
ння Дірака є дещо умовним, адже рівняння
Баргмана-Вігнера було введено в розгляд як
2s·4-компонентне узагальнення рівняння Ді-
рака.

У відомій роботі Л. Фолді і С. Воутхай-
сена [9] легко побачити обернену до відомо-
го одноіменного перетворення задачу – ви-
від рівняння Дірака з канонічного рівняння
Фолді-Воутхайсена.

Інтригуючий вивід був запропонова-
ний Річардом Фейнманом (для випадку
SO(1,1) алгебри з одним просторовим і
одним часовим вимірами) і був сформульо-
ваний як задача у його книзі з А. Гіббсом
[10]. Цей підхід станом на сьогодні кількома
авторами продовжено до загального випад-
ку, коли інтеграл по траєкторії містить уза-
гальнення обрізаної моделі Фейнмана на 3+1
просторово-часові виміри.

Несподівані нетрадиційні виведен-
ня

Мабуть першим тут слід згадати австрій-
ського вченого Ганса Саллгофера (одного з
учнів Ервіна Шредінгера), який довів твер-
дження [11], що матричне множення рів-
нянь електродинаміки Максвела у середови-
щі (без струмів і зарядів) на вектор Паулі
σ⃗ = (σ1, σ2, σ3) дає безмасове стаціонарне
рівняння Дірака. Не зупиняючись на цьому,
а взявши свій результат за основу, він ввів у
розгляд представлення (тут h̄ ̸= c ̸= 1)

ε (−→x ) = 1− (Φ (−→x )−mc2) /h̄ω,
µ (−→x ) = 1− (Φ (−→x ) +mc2) /h̄ω,

(4)

для електричної і магнітної проникливостей
середовища, Φ (−→x ) = −Ze2/ |−→x | – зовнішнє
кулонівське поле. У якості кінцевого резуль-
тату в [12] формулу Зоммерфельда-Дірака
для тонкої структури спектра водню було
виведено з рівнянь Максвела у середовищі
(4) (вперше після Дірака з принципово ін-
шого рівняння і навіть без апелювання до
квантово-механічних принципів). Таким чи-
ном, роботи [11,12] містять значно більше ін-
формації, ніж просто вивід рівняння Дірака з
рівнянь Максвела.
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У роботі [13] показано, що релятивіст-
ське рівняння для частинок зі спіном 1/2 мо-
же бути отримано розширенням теорії стоха-
стичних процесів на один крок за межі тео-
рії комплексних мір. Введено в розгляд про-
цеси на основі кватерніоних мір, а рівняння
Дірака виведено з рівняння Ланжевена для
двозначних процесів. Таким чином, запропо-
новано прямий вивід рівняння Дірака через
кватерніонні міри.

Автор [14] виводить рівняння Дірака із
закону збереження струму спіна 1/2. Вимо-
га, що такий струм спіна 1/2 зберігається,
приводить до однозначної фіксації Лоренц-
інваріантного рівняння для релятивістсько-
го поля спіна 1/2. Якщо так, то чим виділе-
ний закон збереження спінового струму у по-
рівнянні з іншими величинами, що зберіга-
ються? Логічно очікувати успішних виводів
рівняння Дірака і з інших законів збережен-
ня для спінорного поля. Нагадаємо, їх існує
10 лише внаслідок Пуанкаре-інваріантності
рівняння Дірака, також відомо багато прихо-
ваних симетрій [15] цього рівняння, і дода-
ткових, прихованих законів збереження [16],
у тому числі і бозонних величин [17], що
зберігаються. Зміст наших коментарів дещо
применшує значення викладеного у [14] під-
ходу.

У [18] представлено вивід рівняння Ді-
рака з основного рівняння процесу Пуассона
на основі аналітичного продовження. Вико-
нано узагальнення на випадок руху частин-
ки у зовнішньому полі. Показано, що таким
чином узагальнене основне рівняння проце-
су Пуассона тісно зв’язане з трьохвимірним
рівнянням Дірака у зовнішньому полі.

Суть методу, представленого у [19], по-
лягає у виводі рівняння Дірака з так зва-
ного релятивістського другого закону Нью-
тона. Однак, для цього автор пропонує цілу
низку своїх власних означень, понять і, на-
віть, спеціальних моделей. Побудовано фор-
малізм, що зв’язує таку спеціальну форму
релятивістської механіки з квантовою меха-
нікою. Вивід рівняння Дірака здійснено са-
ме у рамках такого специфічного формалі-
зму. Автор вводить у розгляд концепцію по-
ляшвидкостей, а рівняння Дірака виводить із
відповідного польового рівняння. Очевидно,

що якесь важливе досягнення тут складно
очікувати. Таке враження, що автор [19] шу-
кає узгодження свого підходу з добре апро-
бованою моделлю Дірака.

Ще один геометричний вивід рівнян-
ня Дірака знаходимо у [20]. Автори розгля-
дають частинку зі спіном 1/2, що рухається
зі швидкістю світла у кубічній просторово-
часовій гратці. Маса частинки спричинює
перевертання багатокомпонентної хвильової
функції на ділянках решітки. Починаючи
з диференціального рівняння для випадку
одного просторового і одного часового ви-
мірів, автори узагальнюють підхід до вищих
вимірів. Розглянуто також взаємодії з зов-
нішніми електромагнітним і гравітаційним
полями. Відмічено, що ідея такого виведен-
ня ґрунтується на спостереженні Дірака, що
оператори миттєвої швидкості ферміона зі
спіном 1/2 мають власні значення ±c. Заува-
жимо, що сьогодні цей факт розглядається
як недолік квантово-механічної інтерпрета-
ції рівняння Дірака, який продемонстровано,
пояснено і вперше подолано у [9]. На геоме-
тричний підхід Фока, Іваненко, Келлера [6]
автори не посилаються, очевидно, що це рі-
зні підходи. Недоліком підходу [20] є апелю-
вання до таких речей як швидкість ±c масив-
ного ферміона.

Автори [21] пропонують виводити рів-
няння Дірака з геодезичного рівняння. Для
цього використовується математичний ін-
струмент бікватерніонів Гамільтона. Такий
вивід є частиною розроблюваного авторами
власного підходу, що базується на застосу-
ванні теорії масштабної інваріантності, пере-
формулюванні квантової механіки та специ-
фічних уявлень про простір-час.

М. Еванс [22] запропонував власне за-
гально коваріантне польове рівняння для опи-
су гравітації та електромагнетизму, пред-
ставив його у термінах спінора і отримав
рівняння Дірака після переходу до плоского
простору Евкліда.

Автор [23] спочатку визначає кожну
власну функцію зв’язаної частки як специ-
фічну суперпозицію плоских хвильових ста-
нів, що задовольняє усередненому енергети-
чному співвідношенню. Після цього рівнян-
ня Шредінгера і Дірака (у зовнішньому по-
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лі електромагнітного потенціалу) отримано
як однозначні умови, які хвильова функція по-
винна задовольняти в кожній точці,щоб ви-
конувалось відповідне рівняння для енергії.

Вивід рівняння Дірака представлений
у [24] фактично базується на факторизації
оператора Клейна-Гордона (3). По суті до-
бавлено лише зовнішнє гравітаційне поле.

У роботі [25] рівняння Дірака виве-
дено на основі конформної диференціаль-
ної геометрії. Встановлено, що рівняння
Гамільтона-Якобі для частки може бути лі-
неаризовано, точно і в замкнутій формі, за
допомогою анзацного розв’язку, який можна
безпосередньо інтерпретувати як квантову
хвильову функцію (4-спінор) рішення рівня-
ння Дірака. Всі квантові ознаки виникають
в результаті тонкої взаємодії між конформ-
ною кривизною, що діє на частинку як по-
тенціал, і руху частинки, що впливає на та-
ку геометричну потенціальність, пов’язану з
конформною кривизною. В результаті рівня-
ння Дірака виведено у вигляді: D+D−ψ =
D−D+ψ = 0, D± ≡ γµ(i∂µ − eAµ)±m.

Нещодавно в [26] було представле-
но виведення рівняння Дірака з принципів
обробки інформації. Без застосування прин-
ципу відносності показано, як рівнянняДіра-
ка в трьох просторових вимірах слідує з ши-
рокомасштабної динаміки мінімального не-
тривіального квантового коміркового авто-
мата, що задовольняє вимогам унітарності,
локальності, однорідності і дискретної ізо-
тропії. Рівняння Дірака має місце для малих
хвильових векторів і інерційних мас, тоді як
Лоренц-коваріантність зникає в ультрареля-
тивістській межі. Таким чином, автомат мо-
жна розглядати як модель, що уніфікує мас-
штаби від Планка до Фермі.

Наш внесок

Коротко розглянемо три оригінальні виво-
ди рівняння Дірака, які були запропоновані
ужгородськими вченими.

I. Узагальнення виводу Г. Саллгофера

У роботі [27] ідея Г. Саллгофера [11] узагаль-
нена на випадок нестаціонарного рівняння

Дірака і представлена у рамках цілком іна-
кшого формалізму. Основне твердження по-
лягає у наступному.

Рівняння Максвелла у термінах напру-
женостей

−→
E ,

−→
H електричного та магнітного

полів (тут швидкість світла c , ε, µ – електри-
чна і магнітна проникливості середовища) у
вигляді

ε

c
∂0
−→
E − curl

−→
H = 0, div

−→
E = 0,

µ

c
∂0
−→
H + curl

−→
E = 0, div

−→
H = 0,

(5)

слідують з рівняння Дірака (m = 0), записа-
ного наступним чином[

−→α · ∇ −
(
εI2 0
0 µI2

)
1

c

∂

∂t

]
ψel = 0,

−→α = γ0−→γ , (6)

ψel = col(iE3, i(E1 + iE2), H3, H1 + iH2).

З (5), (6) очевидно, що множина розв’язків
рівнянь Максвелла (5) є підмножиною
розв’язків рівняння Дірака (1) зm = 0. Тому
обернене твердження про те, що рівняння Ді-
рака (1) з m = 0 слідує з рівнянь Максвелла
(5) не є настільки безпосереднім. Окрім того,
що слід покласти ε = µ = 1, необхідно також
доповнити 4-компонентний вектор-стовпець
ψel із (6), який містить 6 дійсних компонент,
до стандартного 4-компонентного спінора
Дірака, який містить 8 дійсних компонент.
У [27] наведено також повний набір пере-
творень типу стовпця ψel із (6), число таких
перетворень – вісім.

Робота [28] присвячена зв’язку вільних
рівнянь Максвелла (5), коли ε = µ = 1,
з безмасовим рівнянням Дірака. У [28] до-
сліджено співвідношення між такими хара-
ктеристиками вільних рівнянь Максвелла та
Дірака з m = 0, як лагранжеві підходи, за-
кони збереження, симетрії та розв’язки. Г.
Саллгофер [11] назвав свій результат як МДІ
– Максвелл-Дірак ізоморфізм. Навіть з ко-
роткого розгляду вище, очевидно, що ма-
тематичний ізоморфізм тут не має місце.
Ми використовували такі терміни як зв’язки
між рівняннями Максвелла та Дірака, взає-
мозв’язки, співвідношення між цими рівня-
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ннями. У огляді Х. Келлера [29] результа-
ти, представлені у [11, 27, 28], названо від-
ображенням формалізму Максвелла на фор-
малізм Дірака.

II. Вивід з рівнянь Максвелла у макси-
мально симетричній формі

Нагадаємо, що Дж. К. Максвелл вивів си-
стему рівнянь для опису електромагнітних
явищ на основі узагальненого запису всіх
відомих законів електродинаміки Фарадея,
Ампера, Вебера і т.д., а також з принципу си-
метрії. По аналогії з ідеями Максвелла у [30]
використовується можливо найбільш симе-
трична форма рівнянь Максвелла, що має
256 вимірну алгебру інваріантності [31]. Са-
ме така система рівнянь Максвелла виявля-
ється безпосередньо пов’язаною з безмасо-
вим рівнянням Дірака [32].

Суть нашого твердження наступна.
Рівняння Максвелла з густинами стру-

мів і зарядів градієнтного типу (E0, H0 – ска-
лярні поля розмірності напруженостей)

∂0
−→
E = curl

−→
H − gradE0,

∂0
−→
H = −curl

−→
E − gradH0,

div
−→
E = −∂0E0, div

−→
H = −∂0H0,

(7)

безпосередньо слідують з рівняння Дірака
(1) (при m = 0) внаслідок підстановки в
iγµ∂µψ(x) = 0 вектора-стовпця

ψ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
E3 + iH0

E1 + iE2

iH3 + E0

−H2 + iH1

∣∣∣∣∣∣∣∣ , (8)

а рівняння Дірака (1) (з m = 0) безпосере-
дньо слідує з рівнянь Максвелла (7) внаслі-
док оберненого перетворення і заміни у (8)
вісімки фіксованих електромагнітних фун-
кцій (

−→
E ,

−→
H, E0, H0) на вісім довільних дій-

сних компонент 4-спінора Дірака (m = 0).
На відміну від формалізму з пун-

кту І цього розділу, тут маємо взаємно-
однозначну відповідність між розв’язками
рівняньМаксвелла (7) і рівнянняДірака (1) (з
m = 0), що суттєво спрощує вивід останньо-
го. Про Бозе-симетрії безмасового рівняння
Дірака та Фермі-симетрії рівнянь Максвелла

(7), а також про інші споріднені результати,
див. [30–32].

III. Вивід рівняння Дірака для спінорно-
го поля з релятивістської квантової меха-
ніки дублета ферміон-антиферміон спінів
s = 1/2.

Релятивістське квантово-механічне рівнян-
ня руху дублета ферміон-антиферміон спінів
s=1/2 має вигляд:

i∂tf(x) =
√
m2 −∆f(x), f =

∣∣∣∣∣∣∣∣
f 1

f 2

f 3

f 4

∣∣∣∣∣∣∣∣ , (9)
Модельфізичної реальності, яка базується на
цьому рівнянні, розглядуваному у оснащено-
му просторі Гільберта S3,4 ⊂ H3,4 ⊂ S3,4∗,
ми називаємо релятивістською канонічною
квантовою механікою розглядуваного дубле-
та, оскільки воно безпосередньо пов’язане із
релятивістським співвідношенням між енер-
гією, імпульсом та масою частинки. Саме
рівняння (9) та його узагальнення на спі-
новий дублет частинка-античастинка довіль-
ної розмірності ми запропонували назива-
ти [33] рівнянням Шредінгера-Фолді. Одно-
компонентне рівняння (9), див., наприкдад,
[34], називають також безспіновим рівнян-
ням Салпітера або рівнянням процесу Ле-
ві [35]. Детальніше про рівняння (9) та про
релятивістську канонічну квантову механіку
див. у [36].

Наше твердження наступне.
Рівняння Дірака з відмінною від нуля

масою записане у формі Гамільтона

i∂0ψ(x) = (γ0−→γ · −→p + γ0m)ψ(x)

слідує з рівняння (9) у результаті оператор-
ного перетворення, яке задається продовже-
ним оператором Фолді-Воутхайсена V для
операторів у антиермітовій формі

V (∂0 + iω)V −1 = ∂0 + i(γ0−→γ · −→p + γ0m),

ψDirac(x) = V fSr−Foldy(x), (10)

де ω =
√
−∆+m2 =

√−→p 2 +m2. Оператор
V має вигляд:
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V =
iγℓ∂ℓ + ω +m√

2ω(ω +m)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 C 0
0 0 0 C

∣∣∣∣∣∣∣∣ , V −1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 C 0
0 0 0 C

∣∣∣∣∣∣∣∣
−iγℓ∂ℓ + ω +m√

2ω(ω +m)
,

і задовольняє умовам V V −1 = V −1V =
I. Тут оператор комплексного спряження
Cψ1 = ψ1∗, (оператор інволюції у просто-
рі Гільберта H3,1). Обернене до (10) перетво-
рення також справедливе і переводить рів-
няння Дірака для вільного спінорного по-
ля у рівняння (9) релятивістської канонічної
квантової механіки для дублету ферміон-
антиферміон спінів s = 1/2.

Висновки

Представлено оригінальні дослідження такої
важливої задачі сучасної теоретичної фізи-
ки як вивід рівняння Дірака. Продемонстро-
вано найрізноманітніші підходи і апелюва-
ння до незалежних математичних формалі-
змів, зокрема, виведення рівняння Дірака з
принципів обробки інформації, або отрима-
ння цього рівняння на основі конформної
диференціальної геометрії (всього 26 різних
методів).

Відмічено суттєвий внесок у дану про-
блематику вчених з Ужгорода, а саме: уза-
гальнення виводу Г. Саллгофера, або від-
ображення формалізму Максвелла на фор-
малізм Дірака; отримання безмасового рів-
няння Дірака з рівнянь Максвелла у макси-
мально симетричній формі; вивід рівняння
Дірака з ненульовою масою з релятивіст-

ської квантової механіки дублета ферміон-
антиферміон спінів s=1/2. Наявність великої
кількості різних методів виводу рівняння Ді-
рака свідчить про важливу роль цього рівня-
ння у фізиці сьогодення.

Виконаний аналіз дає можливість по-
рівняти різні методи виведення рівняння Ді-
рака. Можливо найпростішим є представле-
ний у [3] підхід на основі старту з рівнян-
ня Клейна-Гордона. Але такий вивід пере-
стає бути простим, якщо для початку обосно-
вувати саме рівняння Клейна-Гордона. Ціка-
віше порівнювати фундаментальність різних
виводів, їх фізичне та філософське значен-
ня. Тоді слід згадати [33], де рівняння Діра-
ка виведено з релятивістської канонічної ме-
ханіки дублета ферміон-антиферміон, яка є
більш фундаментальною моделлю фізичної
реальності ніж модель Дірака спінорного по-
ля на класичному рівні. Однак найфунда-
ментальнішим, бесперечно, є вивід рівнян-
ня Дірака з принципу найменшої дії Ейлера-
Лагранжа у застосуванні до класичного поля
спінорів.

Автори сподіваються, що стаття викли-
че інтерес не лише науковців, але й виклада-
чів вузів, які готують лекції з квантової ме-
ханіки та квантової теорії поля, знадобиться
аспірантам та студентам-старшокурсникам
для поглибленого вивчення методів сучасної
теоретичної фізики.
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РАЗНООБРАЗИЕ ПОДХОДОВ К ВОПРОСУ О
ВЫВОДЕ УРАВНЕНИЯ ДИРАКА

Представлено 26 вариантов вывода уравнения Дирака, которые основываются на разных физических принци-
пах и математических формализмах. Приведено три оригинальные подходы авторов к решению этой задачи:
обобщение вывода Г. Саллгофера, получение безмассового уравнения Дирака из уравнений Максвелла в ма-
ксимально симметричной форме, вывод уравнения Дирака с ненулевой массой из релятивистской квантовой
механики дублета фермион-антифермион спинов s = 1/2. Положено начало демонстрации роли уравнения
Дирака в современной теоретической физике.
Ключевые слова: уравнение Дирака, спинорное поле, квантовая механика, теория поля.

V. M. Simulik1, T. M. Zajac2
1Institute of Electron Physics, NAS of Ukraine, 88017, Uzhhorod, 21 Universitetska Str., Ukraine,
e-mail: vsimulik@gmail.com
2Uzhhorod National University, Engineering-Technical Faculty, Department of Electronic Systems, 88000,
Uzhhorod, 13 Kapitulna Str., Ukraine,
e-mail: taras.zajac@uzhnu.edu.ua

THE VARIETY OF APPROACHES TO THE
PROBLEM OF THE DERIVATION OF DIRAC

EQUATION

Purpose. The Dirac equation is one of the fundamental equations of modern theoretical physics. It is in service more
than 90 years (1928–2018). The application today is much wider than the areas of quantum mechanics, quantum field
theory, atomic and nuclear physics, solid state physics. The successful derivation of some equation of mathematical
physics is the first step to successful application. In such process the essence of the corresponding model of nature,
the mathematical principles and the physical foundations are visualized. Here we deal with the different approaches
to the problem of the Dirac equation derivation.
Methods. The quantum-mechanical, quantum field-theoretical, group-theoretical, algebraic, symmetrical, statistical,
stochastical and numerical approaches are used.
Results. The 26 different ways of the Dirac equation derivation are presented. The various physical principles and
mathematical formalisms are used. Three original approaches of the authors to the problem are given. They are (i) the
generalization of H. Sallhofer derivation, (ii) the obtaining of the massless Dirac equation from the Maxwell equations
in maximally symmetrical form, (iii) the derivation of the Dirac equation with nonzero mass from the relativistic
quantum mechanics of the fermion-antifermion spin s = 1/2 doublet. In some sense the role of the Dirac equation
today is demonstrated.
Conclusions. The original investigation of the problem of the Dirac equation derivation is presented. The different
approaches, which are based on the various mathematical and physical principles, are considered (26 methods). The
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role of the scientists from Uzhhorod is shown. The importance of place of the Dirac equation in modern theoretical
physics is discussed.
Keywords: the Dirac equation, spinor field, quantum mechanics, field theory.
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ПЕРЕЗАРЯДКА У ДВІЧІ ЗБУДЖЕНІ СТАНИ ПРИ
ПОВІЛЬНИХ ІОН-МОЛЕКУЛЯРНИХ

ЗІТКНЕННЯХ

Умежах квазікласичного методу обчислено асимптотику (при великих відстаняхRміж взаємодіючими частин-
ками) потенціалу обмінної взаємодії двоатомної гомоядерної молекули A(Za−1)+ з атомним іоном B(Zb−1)+,
що відповідає за двоелектронний процес одноелектронного захоплення у двічі збуджені іонні стани.
Ключові слова: повільні іон-молекулярні зіткнення, одноелектронне захоплення, двічі збуджені стани, асим-
птотична теорія.

Вступ

Одно- та багатоелектронні процеси з пере-
розподілом (перезарядка та іонізація) при
повільних зіткненнях іонів BZb+ з атомами
чи молекулами A(Za−1)+ становлять значний
інтерес як для теорії атомних зіткнень, так і
для прикладних галузей, таких якфізика пла-
зми, астрофізика та квантова хімія (диви, на-
приклад, [1,2]). Експериментально і теорети-
чно встановлено [3], що при малих швидко-
стях зіткнення v ≪ v0Z

1/2
b (v0 – характерна

швидкість валентного електрона в основно-
му стані налітаючого іона BZb+) домінуючи-
ми є процеси одноелектронного захоплення
виду

A(Za−1)+ +BZb+ → AZa+ +B(Zb−1)+, (1)

а процеси іонізації менш ймовірні (тут Za

і Zb – асимптотичні заряди відповідно мо-
лекулярного AZa+ та атомного BZb+ зали-
шків). Характерною особливістю цих проце-
сів є те, що електронні переходи між поча-
тковим і кінцевим станами відбуваються пе-
реважно при великих відстанях R між вза-
ємодіючими частинками у порівнянні з їх
розмірами. Ця обставина дозволяє для роз-
рахунку матричних елементів одноелектрон-
ної обмінної взаємодії ∆E(R), що визначає

процес (1), використовувати асимптотичну
(за між’ядерною відстанню R ≫ 1 а.о.)
теорію атомних зіткнень. Так, при дослі-
дженні асимптотичними методами процесів
одноелектронного захоплення у повільних
іон-молекулярних зіткненнях було отрима-
но квазікласичні вирази для спотворених по-
лем віддаленого багатозарядного іона еле-
ктронних хвильових функцій двоатомної го-
моядерної (праці [4,5]) та полярної (праці [6,
7]) молекул, які асимптотично точно опи-
сують поведінку електрона в підбар’єрній
області ra ∼ rb ∼ R/2 (ra,b – відстань
електрона від частинки A(B)). Потенціали
обмінної взаємодії ∆E(R) були обчислені
в [4–7] методом поверхневих інтегралів [1].

Незважаючи на те, що одноелектрон-
ні процеси (зокрема, перезарядка (1)), як
правило, найбільш ефективні, при тепло-
вих енергіях зіткнення настільки ж, а де-
коли і більш ймовірними виявляються рі-
зноманітні двоелектронні процеси. Деякі з
них, такі як двоелектронна перезарядка та
перезарядка з одночасним збудженням чи іо-
нізацією утвореного іона мішені, теорети-
чно вивчені достатньо повно, в тому числі
і асимптотичними методами (диви [8, 9]).
У той же час для низки інших важливих і
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ефективних двоелектронних процесів теорія
розроблена в значно меншій мірі і не мо-
же претендувати на кількісний опис наявних
експериментальних даних. Сказане стосує-
ться, насамперед, досліджених в даній робо-

ті двоелектронних процесів одноелектрон-
ного захоплення у двічі збуджені іонні ста-
ни |n2l2m2, n1l1m1⟩ при повільних зіткнен-
нях іонів B(Zb−1)+ з двоатомними гомоядер-
ними молекулами A(Za−1)+:

A(Za−1)+ +B(Zb−1)+(nblbmb) → AZa+ +B(Zb−2)+(n2l2m2, n1l1m1). (2)

Необхідність врахування двоелектронних
реакцій виду (2) при розрахунку перерізів
одноелектронної перезарядки (1) продемон-
струємо на прикладі процесу селективного

захоплення електрона у певні іонні стани при
повільних зіткненнях іонів C3+ з атомами гі-
дрогену (диви праці [10, 11] і наведені там
посилання):

C3+(1s22s) +H(1s) → C2+(1s2 n2l2 n1l1) +H+. (3)

Експериментально встановлено, що основ-
ними каналами процесу (3) є заселення та-
ких станів іона C2+: триплетних станів
(2s3s) 3S , (2s3p) 3P , (2s3d) 3D і синглетних
станів (2s3s) 1S, (2p2) 1S, (2s3p) 1P , (2p2) 1D,
(2s3d) 1D. Процеси (3) теоретично досліджу-
валися раніше різними методами, найбільш
ґрунтовними з яких є методи молекулярних
орбіталей [10] та двоцентрових атомних ор-
біталей [11]. З точки зору теорії особливо ці-
кавими є двоелектронні процеси захоплення
електрона атома гідрогену у двічі збуджені
стани (2p2) 1S та (2p2) 1D іона C2+, перері-
зи яких виявилися того ж порядку величи-
ни, що і для одноелектронних процесів. То-
му базисні набори хвильових функцій в [10,
11] включали, поряд із одноелектронними, і
двоелектронні орбіталі, що дозволило опи-
сати експериментально спостережувані ка-
нали селективного захоплення електронів в
реакції (3).

При розробці асимптотичної теорії
процесів (2) необхідно враховувати наяв-
ні співвідношення між значеннями енергій
електрона в початковому Ea і кінцевому Eb

станах, тобто в молекулі A(Za−1)+ та іоні
B(Zb−2)+. Тут можливі два випадки: 1) енер-
гії Ea і Eb близькі, Ea ≈ Eb; 2) значення Ea

таEb сильно відрізняються і |Eb| > |Ea|. Для
цих двох випадків теорія процесів (2) будує-
ться по-різному.

Так, у першому випадку, коли Ea ≈
Eb, основний внесок у двоелектронну обмін-
ну взаємодію Hab(R), що відповідає за дво-

електронний процес (2), робить конфігура-
ція, коли тунелюючий молекулярний еле-
ктрон здійснює перехід у міжцентровій обла-
сті (ra ∼ R/2 ≫ 1 а.о.), а інший еле-
ктрон – в околі власного іона B(Zb−1)+ (rb ≈
1 а.о.). Такі корельовані електронні перехо-
ди, що призводять до заселення кінцевих дві-
чі збуджених станів іона B(Zb−2)+, можливі
лише в результаті міжелектронної взаємодії.
Для обчислення матричних елементів обмін-
ної взаємодії Hab(R) при Ea ≈ Eb необхідно
знати квазімолекулярні хвильові функції ту-
нелюючого електрона у міжцентровій обла-
сті. Як вказувалося вище, така задача була
розв’язана аналітично в працях [4–7]. У да-
ній роботі в межах квазікласичного варіанту
асимптотичної теорії [4, 5] обчислено асим-
птотику двоелектронного матричного еле-
менту Hab(R), що відповідає за корельовану
двоелектронну обмінну взаємодію при по-
вільних зіткненнях іонів B(Zb−1)+ з двоатом-
ними гомоядерними молекулами A(Za−1)+ і
призводить до одноелектронного захоплен-
ня у двічі збуджені іонні стани в реакції (2)
(у випадку Ea ≈ Eb). Крім цього, нами одер-
жано нове аналітичне зображення для асим-
птотики одноелектронної обмінної взаємо-
дії ∆E(R) двоатомної гомоядерної молеку-
ли з багатозарядним йоном у термінах пов-
них еліптичних інтегралів, що узагальнює
результат, отриманий в працях [4, 5].

Якщо ж енергії Ea та Eb сильно відрі-
зняються (|Eb| > |Ea|), то обидва активні
електрони здійснюють непружні корельова-
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ні переходи в околі налітаючого іона (ra, rb ≈
1 а.о.) і для обчислення двоелектронного ма-
тричного елементу Hab(R) у цьому випадку
необхідно знати хвильову функцію Ψab(r⃗b)
активного молекулярного електрона в околі
чужого іона. Такий випадок буде розглянуто
у нашій наступній статті.

У роботі використано атомну систему
одиниць (e2 = } = me = 1).

Квазімолекулярна хвильова фун-
кція та одноелектронна обмінна
взаємодія

Орієнтуючись на досліджувану в даній пра-
ці задачу, позначимо асимптотичний заряд
налітаючого іона в реакції (1) як (Zb − 1)
і розглянемо загальний випадок взаємодії
двоатомних гомоядерних молекул A(Za−1)+ з
атомними іонами B(Zb−1)+.

Першим необхідним етапом дослідже-
ння асимптотичних властивостей квазімоле-
кулярних систем (AB)(Za+Zb−2)+ є знаходже-
ння одноелектронних хвильовихфункцій по-
чаткового Ψa(r⃗a) і кінцевого Ψb(r⃗b) станів у
міжцентровій області конфігураційного про-
стору ra ∼ rb ∼ R/2 ≫ 1 а.о. Як зазначало-
ся у Вступі, така задача досліджувалася в ме-
жах асимптотичної теорії в працях [4,5]. Там
же було одержано і матричні елементи одно-
електронної обмінної взаємодії, що відповід-
ають за процеси захоплення електрона в реа-
кції (1). З метою узгодження позначень для
подальшого дослідження варто коротко на-
гадати схему обчислення одноелектронних
квазімолекулярних функцій в міжцентровій
області під потенціальним бар’єром, що роз-
діляє взаємодіючі частинки.

Електронний гамільтоніан квазімоле-
кули (AB)(Za+Zb−2)+ залежить від трьох па-
раметрів: відстані R від центра мас двоатом-
ної молекули A(Za−1)+ до іона B(Zb−1)+, від-
стані d між однаковими ядрами молекуляр-
ного іона AZa+ і кута β між векторами d⃗ і R⃗
(рис. 1).

Розглянемо рівняння Шредінґера,
що описує рух тунелюючого електрона в
аксіально-симетричному потенціалі Va іо-
на двоатомної молекули AZa+ та сферично-

симетричному потенціалі Vb атомного іона
B(Zb−1)+:(

− ∆

2
+Va(ra)+Vb(rb)−E

)
Ψ(r⃗a) = 0, (4)

де Ψ(r⃗a) та E – відповідно хвильова фун-
кція та енергія активного електрона, r⃗a та
r⃗b = r⃗a − R⃗ – радіус-вектори електрона від-
носно молекулярного іона AZa+ та атомного
іона B(Zb−1)+ (рис. 1). Ефективні потенціали
Va і Vb мають наступну асимптотичну пове-
дінку:

Va(ra) −−−→
ra→∞

−Za

ra
,

Vb(rb) −−−→
rb→∞

−Zb − 1

rb
. (5)

Рис. 1: Геометрія квазімолекули (AB)(Za+Zb−2)+

для реакції (1).

Позначимо через Ea збурені рівні
енергії у випадку, коли електрон перебу-
ває у зв’язаному стані двоатомної моле-
кули A(Za−1)+ (квазімолекула A(Za−1)+ +
B(Zb−1)+), та Eb, якщо електрон зв’язаний
з атомним іоном B(Zb−2)+ (квазімолекула
AZa+ +B(Zb−2)+).

Будемо розглядати випадок, коли стан
тунелюючого молекулярного електрона у
полі іонного залишку B(Zb−1)+ невиродже-
ний. Знайдемо одноелектронну трицентро-
ву хвильову функцію Ψa(r⃗a) у далекій під-
бар’єрній області, де ra ∼ R/2. Вибір си-
стем координат {x, y, z} та {x̃, ỹ, z̃} , які ви-
користовуються при побудовіΨ(r⃗), детально
описано в працях [4,5] і приведено на рис. 1.
Використовуючи в рівнянні (4) асимптотичні
вирази (5) для потенціалів Va і Vb, одержимо(

∆

2
+
Za

ra
+
Zb − 1

rb
+ Ea

)
Ψa(r⃗a) = 0, (6)
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де Ea = E
(0)
a − (Zb − 1)/R+O(1/R2); E(0)

a –
незбурена енергія електрона в A(Za−1)+. Рів-
няння (6) розв’язуємо з такою граничною
умовою:

Ψa(r⃗a) −−−−−−−→
2n2

a≪ra≪R
Ψ(0)

a (r⃗a), (7)

де нормована власна функція Ψ
(0)
a незбуре-

ної двоатомної молекули A(Za−1)+ в області
1 а.о. ≪ ra ≪ R може бути зображена у ви-
гляді одноцентрової хвильової функції [4,5]:

Ψ(0)
a (r⃗a) =

2n2
a≪ra≪R

rZana−1
a exp

(
− ra
na

) ∞∑
s=0,1

s+|ma|∑
k=

−(s+|ma|)

amala
s D

s+|ma|
kma

(0, β, 0)Ys+|ma|,k(θa, ϕa). (8)

Тут Dj
mm′(α, β, γ) – функції Віґнера, ma –

проекція орбітального моменту la електрона
на молекулярну вісь d⃗, na = (−2E

(0)
a )−1/2,

а θa, ϕa – сферичні кути вектора r⃗a в коор-
динатній системі {x, y, z}. Коефіцієнти amala

s

обчислюють, порівнюючи асимптотику хви-

льової функції (8) з точною (чисельною) еле-
ктронною хвильовою функцією (диви [4,5]).

Квазікласичний розв’язок рівняння (6)
для одноелектронної трицентрової хвильо-
вої функції Ψa(r⃗a) квазімолекули A(Za−1)+ +
B(Zb−1)+ у далекій підбар’єрній області було
знайдено в працях [4, 5] і має вигляд:

Ψa(r⃗a) =
ra∼R/2

1

z
√
nap(z)

(
n2
aZa

2e

)naZa

exp
(
−ρ

2p(z)

2z

)
exp

(
−
∫ z

z1

p(z′)dz′
)
×

∞∑
s=0,1

s+|ma|∑
k=−(s+|ma|)

amala
s D

s+|ma|
kma

(0, β, 0)Ys+|ma|,k(θa, ϕa). (9)

Тут p(z) – квазіімпульс при русі електрона в
напрямку осі R⃗:

p2(z) = 2

(
−|Ea|+

Za

z
+
Zb − 1

R− z

)
, (10)

z – компонента вектора r⃗a уздовж R⃗, ρ –
відстань від осі R⃗ : r ≈ z + ρ2/2z + . . .,
ρ2 = x2 + y2, ρ ≪ R, z ∼ R, а точки по-
вороту z1,2 на між’ядерній осі визначаються
із умови: p(z1,2) = 0.

Використовуючи хвильову функцію
(9), неважко одержати вираз для асимпто-
тики одноелектронної трицентрової хвильо-
вої функції Ψb(r⃗b) квазімолекули AZa+ +
B(Zb−2)+ в міжцентрові області rb ∼ R/2.
Для цього достатньо у виразі (9) перейти
до границі об’єднаних атомів (двоцентро-
ва границя) та виконати наступні заміни:
Za → Zb − 1, na → nb, la → lb, ma → mb,
z1 → z2, z → z′ = R − z, θa → π − θb,
ϕa → ϕb. Результат має вигляд:

Ψb(r⃗b) ≈
rb∼R/2

(−1)lbB0

z′
√
nbp(z′)

(
n2
b(Zb − 1)

2e

)nb(Zb−1)

exp
(
−ρ

2p(z′)

2z′

)
×

exp

(∫ z′

z2

p(z′′)dz′′

)
Ylbmb

(θb, ϕb). (11)

Тут nb = (−2E
(0)
b )−1/2, а B0 – асимптоти-

чний коефіцієнт хвильової функції валентно-
го електрона в іоні B(Zb−2)+ [12].

Для обчислення одноелектронної
обмінної взаємодії∆E(R), що визначає про-
цес перезарядки (1), застосуємо метод по-
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верхневих інтегралів [1], в якому ∆E(R)
виражається через інтеграл по деякій гіпер-
поверхні S⃗, що відокремлює області лока-
лізації електрона у початковому Ψa та кін-
цевому Ψb станах відповідно квазімолекул
A(Za−1)+ +B(Zb−1)+ та AZa+ +B(Zb−2)+ :

∆E(R) =

∫
S

dS⃗(Ψ∗
a∇Ψb −Ψ∗

b∇Ψa) (12)

У якості поверхні інтегрування S⃗ в (12) зру-
чно вибрати площину, яка перпендикуляр-
на до між’ядерної осі R⃗ і проходить через
її середину. Використовуючи одержані вище
трицентрові хвильові функції (9) і (11) та ви-
конуючи в (12) інтегрування у циліндричних
координатах, одержимо:

∆E(R) =
(−1)lbB0√

nanb

|mb|!
(
n2
aZa

2e

)naZa
(
n2
b(Zb − 1)

2e

)nb(Zb−1)

Bmb
lb

(
R

2na

)−|mb|−1

×

exp
(
−

z2∫
z1

p(z)dz
) ∞∑

s=|mb|

amala
s Bmb

s+|ma|D
s+|ma|
mbma

(0, β, 0), (13)

де запроваджено позначення:

Bm
l =

1

2|m|m!

[
(2l + 1)(l + |m|!)

2(l − |m|!)

]1/2
. (14)

Обчисливши бар’єрний інтеграл
z2∫
z1

p(z)dz

в (13), надамо обмінній взаємодії ∆E(R)
остаточного вигляду (деталі обчислення
бар’єрного інтегралу диви в [7]):

∆E(R) =
(−1)lbB0√

nanb

|mb|!
(
n2
aZa

2e

)naZa
(
n2
b(Zb − 1)

2e

)nb(Zb−1)

Bmb
lb

(
R

2na

)−|mb|−1

×

exp
{
− 1

na

√
(R− z1)z2

[ (
−R2 + (z1 + z2)R− z1z2

)
K(ζ) + (R− z1)z2E(ζ)+

(
R2 − (z1 + 2z2)R + z1z2 + z22

)
Π(ν, ζ)

]} ∞∑
s=|mb|

amala
s Bmb

s+|ma|D
s+|ma|
mbma

(0, β, 0). (15)

Тут K(ζ), E(ζ), Π(ν, ζ) – повні еліптичні ін-
теграли відповідно першого, другого та тре-
тього роду [7], а параметри ν та ζ визнача-
ються співвідношеннями: ν = z2−z1

R−z1
, ζ =√

νR
z2
.

Знайдений вираз (15) для асимптотики
одноелектронної обмінної взаємодії ∆E(R)
двоатомної гомоядерної молекули з багато-
зарядним йоном узагальнює результат, отри-
маний в працях [4, 5], і переходить в остан-
ній, якщо для бар’єрного інтегралу в (13) ви-
користати його наближений розклад із [1].
Представлення (15) справедливе за умови,
що відстаньR між взаємодіючими частинка-
ми набагато більша тієї відстані R0, при якій
зникає потенціальний бар’єр вздовж осі між
частинками (тобто, коли точки повороту z1,2

збігаються).
Одержаний вираз (15) для обмінної

взаємодії ∆E(R) не враховує ефектів пере-
носу імпульсу електрона у реакції (1), які
стають особливо відчутними при швидко-
стях зіткнення v > 1 а.о. Вказані ефе-
кти врахуємо, увівши трансляційні факто-
ри (диви, наприклад, [4]), що приводить до
«динамічного» потенціалу обмінної взаємо-
дії ∆̃E(R, v), який параметрично залежить
від швидкості зіткнення v:

∆̃E(R, v) =

1F1

(
|mb|+ 1; 1;−v

2
τRna

8

)
∆E(R), (16)

де 1F1(α, β, z) – вироджена гіпергеометри-
чна функція, vτ – тангенціальна компонента
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відносної швидкості зіткнення v, а обмінна
взаємодія ∆E(R) задається виразом (15).

Двоелектронна обмінна взаємодія
для перезарядки у двічі збуджені
стани

Дослідимо асимптотику електронної части-
ни двоелектронного обмінного матричного
елементу Hab(R), який визначає процес (2).
Квазімолекулярну систему (AB)(Za+Zb−2)+

розглядаємо у двоелектронному наближенні.
Вважаємо, що молекулярний AZa+ та іонний
BZb+ кістяки в реакції (2) містять замкну-
ті електронні оболонки і не змінюють свого
стану в процесі зіткнення. Тоді задача зводи-
ться до дослідження руху двох активних еле-
ктронів у полі двох іонів: молекулярного –
AZa+ і атомного – BZb+ (рис. 2).

Рис. 2: Геометрія квазімолекули (AB)(Za+Zb−2)+

для реакції (2).

Урамках двоелектронного наближення
електронний гамільтоніан квазімолекули ви-
значається виразом

Ĥ=
2∑

i=1

[
−∆i

2
+Va(ria)+Vb(rib)

]
+

1

r12
, (17)

де r⃗ia (r⃗ib) – радіус-вектор i-го електрона від-
носно центру мас AZa+ (BZb+) (i = 1, 2) (ди-
ви рис. 2); ∆i – оператор Лапласа за коорди-
натами i-го електрона; r12 – відстань між еле-
ктронами, що здійснюють переходи. Потен-
ціали Va(ria) і Vb(rib) взаємодії i-го електро-
на з іонними залишками AZa+ і BZb+ мають
таку асимптотичну поведінку:

Va,b(r) −−−→
r→∞

−Za,b

r
. (18)

Основною задачею є обчислення ма-
тричного елементу Hab(R) двоелектронної
обмінної взаємодії, що визначає двоеле-
ктронний процес (2). У рамках асимптоти-
чної теорії величина Hab(R) задається спів-
відношенням [1]:

Hab(R) =⟨Ψb|Ĥ|Ψa⟩−
⟨Ψb|Ψa⟩⟨Ψa|Ĥ|Ψa⟩, (19)

де Ψa(r⃗1, r⃗2) і Ψb(r⃗1, r⃗2) – двоелектронні
хвильові функції початкового та кінцевого
станів квазімолекул A(Za−1)+ + B(Zb−1)+ та
AZa++B(Zb−2)+. Перш за все, знайдемо дво-
електронну хвильову функціюΨa, що описує
електронну підсистему в початковому стані
квазімолекулиA(Za−1)++B(Zb−1)+. Позначи-
мо через S сумарний спіновий момент виді-
леної електронної пари,MS – його проекцію
на вісь Oz̃, аm1a таm2a – проекції орбіталь-
них моментів активних електронів на цю ж
вісь. Тоді симетризована двоелектронна хви-
льова функція Ψa, що описує електронну
підсистему в початковому стані, може бу-
ти записана у вигляді (у системі координат
{x̃, ỹ, z̃}):

Ψa =
1√
2

[
Φ1a + (−1)SΦ2a

]
χSMS

, (20)

де χSMS
– спінова двоелектронна функція,

Φ1a

(
⃗̃r1, ⃗̃r2

)
і Φ2a

(
⃗̃r1, ⃗̃r2

)
≡ Φ1a

(
⃗̃r1 ↔ ⃗̃r2

)
–

двоелектронні координатні хвильові функції
початкового стану.

Перейдемо до побудови двоелектрон-
ної хвильової функції кінцевого стану Ψb.
Позначимо через l1m1, l2m2 орбітальні мо-
менти і їх проекції на міжцентрову вісь R⃗
електронів у кінцевому (двічі збудженому)
стані іона B(Zb−2)+. Нехай L, S – їх повний
орбітальний і спіновий моменти, аML іMS –
відповідні їм проекції на вісь R⃗. Тоді хвильо-
ва функція Ψb у схемі LS-зв’язку має вид (у
системі координат {x, y, z}):

Ψb =
1√
2

∑
m1,m2

CLML
l1m1,l2m2

×[
Φ1b + (−1)SΦ2b

]
χSMS

, (21)

де Φ1b (r⃗1, r⃗2) і Φ2b (r⃗1, r⃗2) ≡ Φ1b (r⃗1 ↔ r⃗2) –
двоелектронні координатні хвильові фун-
кції кінцевого стану, CLML

l1m1,l2m2
– коефіцієнти

Клебша-Гордона.
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Оскільки активні електрони здійсню-
ють переходи на великих відстанях ∼
R/2 ≫ 1 а.о., двоелектронні хвильові фун-
кції Φ1a (r⃗1, r⃗2) і Φ1b (r⃗1, r⃗2) можна зобразити
у вигляді добутку одноелектронних функцій,
які не враховують кореляційну взаємодію
між електронами:

Φ1a (r⃗1, r⃗2) = φa (r⃗1a)φi (r⃗2b) (22)
Φ1b (r⃗1, r⃗2) = φf1 (r⃗1b)φf2 (r⃗2b), (23)

де φa (r⃗1a) – хвильова функція тунелюючо-
го електрона молекули A(Za−1)+, φi (r⃗2b) –
електронна хвильова функція основного ста-
ну іона B(Zb−1)+, φf1 (r⃗1b) і φf2 (r⃗2b) – одно-

електронні хвильові функції двічі збудже-
них станів іона B(Zb−2)+. Функції φa (r⃗1a) та
φf1 (r⃗1b) є хвильовими функціями тунелю-
ючого електрона у початковому і кінцево-
му станах, які потрібно знати у міжцентро-
вій області, тобто для r1a ≈ r1b ≈ R/2.
При обчисленні Hab(R) у якості φa (r⃗1a) та
φf1 (r⃗1b) ми візьмемо знайдені вище функції
(9) та (11). При цьому в функції (11) заміни-
мо (nb, lb,mb) → (n1, l1,m1).

Підставивши співвідношення (20) –
(23) у вираз (19), для матричного елемен-
ту двоелектронної обмінної взаємодіїHab(R)
одержимо таке представлення:

Hab(R) =
∑

m1,m2

CLML
l1m1,l2m2

[
H1(R) + (−1)SH2(R)

]
, (24)

H1(R) =
〈
φf1(r⃗1b)φf2(r⃗2b)

∣∣∣Ĥ∣∣∣φa(r⃗1a)φi(r⃗2b)
〉
, (25)

H2(R) =
〈
φf2(r⃗1b)φf1(r⃗2b)

∣∣∣Ĥ∣∣∣φa(r⃗1a)φi(r⃗2b)
〉
. (26)

Для синглетних двоелектронних іон-
них станів |n2l2m2, n1l1m1⟩ значення спіну
виділеної електронної пари S = 0, а для три-
плетних – S = 1. Оскільки хвильові фун-
кції φi (r⃗2b) та φf2 (r⃗2b) ортогональні як вла-
сні функції одного і того ж гамільтоніана,
то в матричних елементах H1(R), H2(R) не-
нульовий внесок робить лише міжелектрон-
на взаємодія. Позаяк активні електрони здій-
снюють переходи на великих відстанях r12 =
|R⃗ − r⃗1a + r⃗2b| ≈ R/2 ≫ 1 а.о., розкладемо
потенціал їх взаємодії r−1

12 в ряд за обернени-

ми степенями великого
∣∣∣R⃗− r⃗1a

∣∣∣ ≫ 1 а.о.,
обмежившись при цьому першим кореляцій-
ним членом:

1

r12
≈ − r2bcosθ∣∣∣R⃗− r⃗1a

∣∣∣2 ≈ −4r2bcosθ

R2

(θ – кут між векторами r⃗1b = R⃗ − r⃗1a та r⃗2b).
Враховуючи сказане та записавши інтеграл
по r⃗1b у циліндричних координатах, для ма-
тричного елемента (25) одержимо:

H1(R) = −4

R/2∫
0

dz

∫
S⃗

dS⃗φ∗
f1
(r⃗1b)φa(r⃗1a)

1

R2

∫
dr⃗2bφ

∗
f2
(r⃗2b)φi(r⃗2b)r2bcosθ. (27)

У виразі (27) поверхня інтегруван-
ня S⃗ – площина, яка перпендикулярна до
між’ядерної осі R⃗ і ділить її навпіл. Вод-
ночас інтегрування за змінною r⃗2b в (27) про-
водиться по всьому простору. Подібне до
(27) представлення одержується і для матри-
чного елемента H2(R) в (26).

Для подальших обчислень необхідно
конкретизувати хвильові функції φi(r⃗2b) та

φf2(r⃗2b). Вони задовольняють рівнянняШре-
дінґера(

−∆2

2
+ Vb(r2b)− Ei,f2

)
φi,f2(r⃗2b) = 0, (28)

у якому ми знехтували потенціалом взає-
модії Va(r2a) внутрішнього електрона іона
B(Zb−2)+ з віддаленим молекулярним іоном
AZa+ у порівнянні з Vb(r2b) . Взаємодію еле-
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ктрона з іонним залишкомBZb+ опишемо та-
ким модельним потенціалом Vb(r2b) [13]:

Vb(r2b) = −Zb

r2b
+
∑
l′

Cl′
1

r22b
P̂l′ , (29)

де P̂l′ – оператор проектування на підпро-
стір сферичних функцій із заданим значен-
ням орбітального квантового числа l′. Нор-
мована хвильова функція електрона у основ-
ному стані іона B(Zb−1)+ для модельного по-
тенціалу (29) має вигляд [14]:

φi(r⃗2b) = B1r
slb
2b e

− r2b
nb Ylbmb

(θ2b, ϕ2b), (30)

де

B1 =

(
2

nb

)slb+3/2
1

Γ1/2(2slb + 3)
(31)

(Γ(x) – гамма-функція Ейлера).
Нормована хвильова функція збудже-

ного стану φf2(r⃗2b) іонаB(Zb−1)+ для модель-
ного потенціалу (29) має вигляд [15]:

φf2(r⃗2b) =B2r
sl2
2b e

− r2b
n2 1F1

(
−p; 2sl2 + 2;

2r2b
n2

)
Yl2m2(θ2b, ϕ2b), (32)

B2 =

(
2

n2

)sl2+2
1

2Z
1/2
b Γ

1/2
(2sl2 + 2)

[
Γ(n2Zb + 2sl2 + 1)

(n2Zb − sl2 − 1)!

]1/2
. (33)

Тут p = (n2Zb−sl2 −1) – ціле додатне число
(для основного стану p = 0).

Для знаходження шуканого представ-
лення для двоелектронного матричного еле-
мента двоелектронної взаємодії Hab(R) об-
числимо інтеграли H1(R), H2(R) в (25),
(26), використовуючи знайдені зображен-

ня для одноелектронних хвильових функцій
φa(r⃗1a), φf1(r⃗1b), φi(r⃗2b) та φf2(r⃗2b). Підста-
вивши в інтеграли (27) вирази (9), (11), (30)
і (32) та виконуючи інтегрування за змінни-
ми r⃗1a (у циліндричних координатах) та r⃗2b
(у сферичних координатах), для матричного
елемента H1(R) одержимо:

H1(R) =(−1)l1B0B1B2B
m1
l1

1

R

(
2na

R

)|m1|+1

m1!

(
n2
aZa

2e

)naZa
(
n2
2(Zb − 1)

2e

)n2(Zb−1)

×

√
(2lb + 1)(2l2 + 1)

(
lb l2 1
0 0 0

)(
lb l2 1
mb m2 0

)(
n2nb

n2 + nb

)sl2+slb+4

×

Γ(sl2 + slb + 4) · 2F1

(
−n2Zb + sl2 + 1; sl2 + slb + 4; 2sl2 + 2;

2nb

n2 + nb

)
×

exp
{
− 1

na

√
(R− z1)z2

[ (
−R2 + (z1 + z2)R− z1z2

)
K(ζ) + (R− z1)z2E(ζ)+

(
R2 − (z1 + 2z2)R + z1z2 + z22

)
Π(ν, ζ)

]} ∞∑
s=|m1|

amala
s Bm1

s+|ma|D
s+|ma|
m1ma

(0, β, 0). (34)

Тут 2F1 (α; β; γ; z) – гіпергеометрична фун-
кція;

(
a b c
d e f

)
– 3j-символ Вігнера; slb , sl2 –

ефективні орбітальні квантові числадля мо-
дельного потенціалу (29) (їх обчислення де-
тально описано в [9]). Величини Bm1

l1
та

Bm1

s+|ma| визначаються формулою (14). Ма-
тричний елемент H2(R) можна одержати із
виразу (34) для H1(R), виконавши в остан-

ньому заміни: n1b ↔ n2b; l1 ↔ l2;m1 ↔ m2.

Висновки

У статті розроблено квазікласичну версію
асимптотичної теорії для дослідження дво-
електронних процесів одноелектронної пе-
резарядки з утворенням двічі збуджених іон-
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них станів при повільних іон-молекулярних
зіткненнях. Одержано нові аналітичні пред-
ставлення (24), (34) для асимптотики ма-
тричного елемента двоелектронної обмінної
взаємодії іонів з двоатомними гомоядерни-
ми молекулами в реакції (2) у випадку близь-
ких енергійEa таEb тунелюючого електрона
у початковому та кінцевому станах, тобто в
молекулі A(Za−1)+ та іоні B(Zb−2)+.

Знайдене представлення для матри-
чного елемента обмінної взаємодії Hab(R),
що описує двоелектронний процес одноеле-

ктронного захоплення у двічі збуджені іонні
стани в реакціях (2) (формули (24), (34)), є
доволі простим і зручним для систематичних
розрахунків перерізів процесів з перерозпо-
ділом виду (2). Розвиненню запропоновано-
го в цій праці підходу на випадок, коли вка-
зані енергії Ea та Eb сильно відрізняються
(|Ea| > |Eb|), а також обчисленню повних і
парціальних перерізів одно- та двоелектрон-
них процесів типу (1) і (2) присвячені наші
подальші дослідження.
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ПЕРЕЗАРЯДКА В ДВАЖДЫ ВОЗБУЖДЕННЫЕ
СОСТОЯНИЯ ПРИ МЕДЛЕННЫХ

ИОН-МОЛЕКУЛЯРНЫХ СТОЛКНОВЕНИЯХ

В рамках квазиклассического метода вычислено асимптотику (при больших расстояниях R между сталкива-
ющимися частицами) потенциала обменного взаимодействия двухатомной гомоядерной молекулы A(Za−1)+

с атомным ионом B(Zb−1)+, ответственного за двухэлектронный процесс одноелектронного захвата в дважды
возбужденные ионные состояния.
Ключевые слова: медленные ион-молекулярные столкновения, одноэлектронный захват, дважды возбужден-
ные состояния, асимптотическая теория.

M.Ya. Yevych, M.I. Karbovanets
Uzhhorod National University, 88000, Uzhhorod, Voloshin, 54, Ukraine

CHARGE-TRANSFER PROCESSES INTO DOUBLY
EXCITED STATES IN A SLOW ION-MOLECULE

COLLISIONS

Purpose. To construct a closed analytical expression for the two-electron exchange interaction potential, which define
the charge transfer processes into the doubly excited states in collisions of the homonuclear diatomic molecules with
multicharged ions.
Methods. The semiclassical method and the asymptotic version of the surface integral method have been used for
construction of the asymptotically correct two-center wave function and the two-electron exchange interaction.
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Results. We have constructed the semiclassical representation for the two-center electronic wave function of the
quasimolecular systems, which consist of the homonuclear diatomic molecule and atomic ion, for the region of a large
separation between heavy particles. The analytical expression (in terms of full elliptic integrals) of the asymptotic of
a two-electron exchange interaction responsible for the formation of doubly excited ionic states has been obtained.
Conclusions. An analytical study of the asymptotic properties (at large distances between interacting particles) of the
quasimolecular system that consists of an ion and a homonuclear diatomic molecule has been carried out. The new
analytical expression for the leading term of the two-electron exchange interaction responsible for capture into the
doubly excited states has been obtained in the framework of the semiclassical version of the asymptotic approach. It is
assumed that the energies of the tunneling electron before and after the recharge process are not much different. The
expressions obtained for exchange interaction can be used for the study of the two-electron transfer processes into a
doubly excited state at the collision of a homonuclear diatomic molecule with an atomic ion.
Keywords: slow ion-molecule collisions, charge transfer, doubly excited states, asymptotic theory.
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ОПИС ПОЗДОВЖНІХ ЕЛЕКТРОМАГНІТНИХ
ХВИЛЬ РІВНЯННЯМИ МАКСВЕЛЛА

Поздовжні електромагнітно-скалярні хвилі одержано у якості розв’язку узагальненої системи рівняньМаксвел-
ла, яка є максимально симетричною формою цих рівнянь. Особливо важливим результатом є отримання по-
здовжніх електричної і скалярної хвиль у якості безпосереднього розв’язку стандартної системи рівнянь Ма-
ксвелла з густинами струмів і зарядів градієнтного типу. Представлено строге математичне доведення, що
поздовжні електрична і скалярна хвилі існують у околі струмів і зарядів, які їх породжують. Вказано на мо-
жливість застосування отриманих результатів до фізичної інтерпретації сучасних експериментів, у яких реє-
струються поздовжні електромагнітні хвилі.
Ключові слова: рівняння Максвелла, електромагнітне поле, класична електродинаміка, поздовжні електрома-
гнітні хвилі.

Вступ

Дослідження проблематики поздовжніх еле-
ктромагнітних хвиль беруть початок від Ні-
коли Тесли. Це майже очевидно [1], хоча з
різних причин сьогодні складно відокреми-
ти легенди про Н. Теслу від його фактичних
результатів щодо передачі електромагнітної
енергії на відстань [2].

Перша відома теоретична робота
про поздовжні електромагнітні хвилі [3]
з’явилася у далекому 1941 р. Більш сучасне
теоретичне обґрунтування існування таких
хвиль [4] спиралось на зв’язок рівнянь Ма-
ксвелла з безмасовим рівнянням Дірака, а
для останнього існування поздовжніх ком-
понент у загальному розв’язку є очевидним.
Старт у [4] певною мірою завдячує резуль-
татам [5], де визначено відповідності між
розв’язками, симетріями, лагранжіанами та
законами збереження безмасового спінорно-
го поля та електромагнітного поля у термі-
нах напруженостей електричного

−→
E і магні-

тного
−→
H полів.
Безпосередньо проблемі існування по-

здовжніх електромагнітних хвиль були при-
свячена робота [6], а також публікації [7] і
[8]. Одна з ідей полягала у використанні для
цієї мети певним чином узагальнених рів-
нянь Максвелла [9] введених у розгляд на
основі принципу максимально можливої си-
метрії [10], див., наприклад, [11], а також на
основі зв’язку з рівнянням Дірака, як для ви-
падку, коли маса m = 0 [9–11], так і для
загального випадку ненульової маси [12] і
[13]. Нагадаємо, що Дж. К. Максвелл вивів
свою систему рівнянь для опису електрома-
гнітних явищ на основі узагальненого запи-
су всіх відомих законів електродинаміки Фа-
радея, Ампера, Вебера і т.д. і застосування
принципу симетрії. По аналогії з ідеями Ма-
ксвелла у [9–11] використана можливо най-
більш симетрична форма рівнянь Максвел-
ла, що має 256 вимірну алгебру інваріантно-
сті.

У роботах [6–8] поздовжні електрома-
гнітні хвилі розглядались також і у рамках
стандартних рівнянь Максвелла, але у цьому
випадку була виявлена лише поздовжня ком-
понента вектора напруженості електрично-

116



Науковий вісник Ужгородського університету. Серія Фізика. Випуск 45. — 2019

го поля
−→
E і скалярна хвиля, напрямок роз-

повсюдження якої співпадав із згаданою по-
здовжньою компонентою

−→
E .

Сьогодні у порівнянні з часами [5–
7] інтерес до проблематики поздовжніх
електромагнітних хвиль надзвичайно виріс.
Перш за все слід відмітити реєстрацію по-
здовжньої електричної хвилі у експеримен-
тах з лазерними пучками. Радіально поля-
ризовані пучки світла реєструвались у [14]
і [15]. У роботі [16] отримано інтенсивні по-
здовжні електричні поля генеровані з попе-
речних електромагнітних хвиль, а у статті
[17] досліджено генерацію поляризаційно-
неоднорідних мод у потужному CO2-лазері.

Cучасні твердження про поздовжні
електромагнітні хвилі у плазмі наведені, на-
приклад, у [18] і [19], у плазмонах – у [20], у
металлах і на поверхні металів – у [21].

З іншого боку, твердження про існува-
ння поздовжніх електромагнітних хвиль пев-
ним чином конфліктує з канонами класичної
електродинаміки Максвелла. Одна з наших
цілей – довести строго математично, що на-
справді жодного протиріччя не існує.

Відомо, що розв’язок вільних рівнянь
Максвелла, тобто електромагнітна хвиля на
асимптотиці, містить лише поперечні компо-
ненти векторів напруженостей електричного−→
E та магнітного

−→
H полів. Але при цьому за-

бувають, що, на відміну від вільних рівнянь
Максвелла, знаходження розв’язків системи
рівнянь Максвелла у неоднорідному середо-
вищі при наявності струмів і зарядів є зовсім
іншою і аж ніяк не простою задачею. Сього-
дні дослідники все частіше стверджують, що
у таких випадках існування поздовжніх еле-
ктромагнітних хвиль не суперечить канонам
електродинаміки Максвелла. Щоб узгодити
останнє твердження з очевидною (експери-
мент плюс теорія) поперечністю електрома-
гнітного поля на асимптотиці у сучасній лі-
тературі все частіше робиться твердження,
відоме ще з [6–8], про існування поздовжніх
електромагнітних хвиль лише у околі стру-
мів і зарядів, які є джерелами електромагні-
тного поля. Якщо заряд великий, наприклад,
планета Земля у цілому, то поздовжня еле-
ктромагнітна хвиля (або лише її електрична
компонента) цілком може мати розміри, на-

приклад, від міста Нью-Йорк до району рі-
чки Підкамінна Тунгуска!

Автори роботи [22] заявили, що їм вда-
лося зареєструвати поздовжні електромагні-
тні хвилі. У дискусії, яка зав’язалася, резуль-
тат [22], як правило, піддається сумнівам.
Наприклад, автор [23] доводить, що у експе-
рименті [22] кулеподібною антеною реєстру-
вались класичні поперечні TEM хвилі, по-
роджені струмами, пов’язаними з планетою
Земля.

Актуальність засосування методів ма-
тематичної фізики у галузі вивчення поздов-
жніх електромагнітних хвиль є очевидною.
Нижче представляємо продовження започа-
ткованих у [6–8] досліджень.

Мінімум необхідних позначень

Система одиниць h̄ = c = 1. Метрика
g = (gµν) = (+ − −−), aµ = gµνaν , по
індексу, що повторюється двічі, – сумуван-
ня, µ = 0, 3, j = 1, 2, 3; M(1, 3) = {x ≡
(xµ) = (x0 = t, −→x ≡ (xj))} – простір-час
Мінковського. Математична коректність за-
стосування методу Фурьє забезпечується ви-
користанням оснащеного простору Гільбер-
та S4,4 ⊂ H4,4 ⊂ S4,4∗. Тут S4,4 – простір
основних функцій Шварца, а S4,4∗ – простір
узагальнених функцій Шварца. Зауважимо,
що у квантово-механічних теоріях, де часо-
ва змінна відіграє роль параметра, слід ви-
користовувати простір S3,4 ⊂ H3,4 ⊂ S3,4∗,
однак у формалізмі явно коваріантної теорії
поля оснащений простір Гільберта вибирає-
мо у вигляді S4,4 ⊂ H4,4 ⊂ S4,4∗.

Поздовжні електромагнітні хвилі в
узагальнених рівняннях Максвел-
ла.

Розглянемо таку узагальнену широко-
симетричну систему рівнянь Максвелла

∂0
−→
E − curl

−→
H = −gradE0,

∂0
−→
H + curl

−→
E = −gradH0,

div
−→
E = −∂0E0, div

−→
H = −∂0H0.

(1)
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у якій густини струму і заряду (у тому числі
і магнітні) мають вигляд

−→
j (x) = −gradE0(x),
ρ(x) = −∂0E0(x),

−→
j mag(x) = −gradH0(x),
ρmag(x) = −∂0H0(x).

(2)

Розв’язок узагальненої системи рів-
няньМаксвелла (1) шукаємо методомФурьє,
тобто у вигляді інтегралуФурьє. Кінцево цей
розвязок має вигляд:

−→
E (x) = 1

(2π)
3
2

∫
d3k

√
ω

2

{[
c1
k⃗
e⃗1 + c2

k⃗
e⃗2 + (c3

k⃗
+ c4

k⃗
)e⃗3
]
e−ikx + A

}
,

A ≡
[
c∗1
k⃗
e⃗ ∗1 + c∗2

k⃗
e⃗ ∗2 + (c∗3

k⃗
+ c∗4

k⃗
)e⃗ ∗3

]
eikx,

−→
H (x) = i

(2π)
3
2

∫
d3k

√
ω

2

{[
c1
k⃗
e⃗1 − c2

k⃗
e⃗2 + (c3

k⃗
− c4

k⃗
)e⃗3
]
e−ikx −B

}
,

B ≡
[
c∗1
k⃗
e⃗ ∗1 − c∗2

k⃗
e⃗ ∗2 + (c∗3

k⃗
− c∗4

k⃗
)e⃗ ∗3

]
eikx,

E0(x) = 1

(2π)
3
2

∫
d3k

√
ω

2

[
(c3

k⃗
+ c4

k⃗
)e−ikx + (c∗3

k⃗
+ c∗4

k⃗
)eikx

]
,

H0(x) = i

(2π)
3
2

∫
d3k

√
ω

2

[
(c3

k⃗
− c4

k⃗
)e−ikx − (c∗3

k⃗
− c∗4

k⃗
)eikx

]
.

(3)

У (3) використано наступні позначення:

kx ≡ ωt− k⃗x⃗, ω ≡
√
k⃗2, (4)

e⃗1 =
1

ω
√

2(k1k1 + k2k2)

∣∣∣∣∣∣
ωk2 − ik1k3

−ωk1 − ik2k3

i(k1k1 + k2k2)

∣∣∣∣∣∣ ,
e⃗2 = e⃗ ∗1 , e⃗3 =

k⃗

ω
, (5)

Тут (e⃗1, e⃗2, e⃗3) – власні вектори квантово-
механічного оператора спіральності для спі-
на s = 1. Довільний коефіцієнт методу Фу-
рьє у (3) вибрано з умови нормування енер-
гії електромагнітного поля, або повної енер-
гії електромагнітно-скалярного поля:

P0 =
1

2

∫
d3x

(−→
E 2 +

−→
H 2 + E2

0 +H2
0

)
=

∫
d3k ω

(∣∣c1
k⃗

∣∣2 + ∣∣c2
k⃗

∣∣2 + ∣∣c3
k⃗

∣∣2 + ∣∣c4
k⃗

∣∣2) . (6)

Бачимо, що (
−→
E (x),

−→
H (x)) – це дій-

сні вектори напруженостей електричного та
магнітного полів записані у термінах ком-
плексних квантово-механічних імпульсно-
спіральних амплітуд (c1

k⃗
, c2

k⃗
, c3

k⃗
, c4

k⃗
) відповід-

них електромагнітно-скалярних хвиль. Оче-
видно, що вектори напруженостей (3) еле-
ктричного

−→
E і магнітного

−→
H полів містять

поздовжні компоненти. Скалярні функції у
(3) також визначають поздовжні хвилі, на-
прямок розповсюдження яких задає хвильо-
вий вектор e⃗3 = k⃗

ω
.

Оскільки густини струмів і зарядів у (2)
задаються тими самими амплітудами, що і
поздовжні електромагнітні та скалярні хвилі
у (3), то робимо висновок, що такі поздовжні
хвилі існують у околі струмів і зарядів (2), які
їх породжують.

Поздовжні електричні хвилі у стан-
дартних рівняннях Максвелла

Розглянемо стандартну систему рівнянь Ма-
ксвелла

∂0
−→
E − curl

−→
H = −gradE0,

∂0
−→
H + curl

−→
E = 0,

div
−→
E = −∂0E0, div

−→
H = 0,

(7)

у якій густини струму і заряду мають вигляд

−→
j (x) = −gradE0(x), ρ(x) = −∂0E0(x). (8)

Розв’язок системи рівнянь Максвелла
(7) шукаємо методом Фурьє, тобто у вигля-
ді інтегралуФурьє. Кінцево цей розвязок має
вигляд:
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−→
E (x) = 1

(2π)
3
2

∫
d3k

√
ω

2

{[
c1
k⃗
e⃗1 + c2

k⃗
e⃗2 + αk⃗e⃗3

]
e−ikx +

[
c∗1
k⃗
e⃗ ∗1 + c∗2

k⃗
e⃗ ∗2 + α∗

k⃗
e⃗ ∗3
]
eikx
}
,

−→
H (x) = i

(2π)
3
2

∫
d3k

√
ω

2

{[
c1
k⃗
e⃗1 − c2

k⃗
e⃗2
]
e−ikx −

[
c∗1
k⃗
e⃗ ∗1 − c∗2

k⃗
e⃗ ∗2
]
eikx
}
,

E0(x) = 1

(2π)
3
2

∫
d3k

√
ω

2

(
αk⃗e

−ikx + α∗
k⃗
eikx
)
.

(9)

У (9) використано ті ж самі позначення (4),
(5). Довільний коефіцієнт методу Фурьє у (9)

вибрано з умови нормування (6), або з умови
нормування енергії електромагнітного поля:

P0 =
1

2

∫
d3x

(−→
E 2 +

−→
H 2
)
=

∫
d3k ω

(∣∣c1
k⃗

∣∣2 + ∣∣c2
k⃗

∣∣2) .
Очевидно, що вектор напруженості

електричного поля
−→
E (x) у (9) містить по-

здовжню компоненту, амплітуда якої αk⃗.
Скалярна функція E0(x) у (9) має ту саму
амплітуду αk⃗ і також визначає поздовжню
хвилю, напрямок розповсюдження якої задає
хвильовий вектор e⃗3 = k⃗

ω
.

Оскільки густини струму і заряду у (8)
задаються тією самою амплітудою αk⃗, що і
поздовжні електрична та скалярна хвилі у
(9), то робимо висновок, що електрична ком-
понента

−→
E (x) та скалярна хвиля E0(x) існу-

ють у околі струмів і зарядів (8), які їх по-
роджують. Таким чином, якісну гіпотезу, що
поздовжня електрична хвиля існує у околі за-
рядів і струмів, які її породжують, тут дове-
дено строго математично.

Такий самий висновок стосується та-
кож і поздовжніх електромагнітних та ска-
лярних хвиль у (3).

Перевірка справедливості отриманих
розв’язків (3), (9) здійснюється їх безпосере-
дньою підстановкою у рівняння (1), (7), від-
повідно.

Висновки

Важливо, що існування поздовжніх компо-
нент векторів напруженостей електричного

−→
E (x) і магнітного

−→
H (x) полів, а також відпо-

відних скалярних хвильE0(x),H0(x), напря-
мок розповсюдження яких задає хвильовий
вектор e⃗3 = k⃗

ω
, доведено не лише як наслі-

док узагальненої системи рівняньМаксвелла
(1). Поздовжню компоненту вектора напру-
женості електричного поля

−→
E (x) (9) та від-

повідну скалярну хвилю E0(x) тут знайдено
у якості розв’язків стандартної системи рів-
нянь Максвелла (7) з густинами струмів і за-
рядів градієнтного типу (8). Як видно з (8) і
(9), густина такого заряду здійснює періоди-
чну осциляцію у часі з частотою ω і може мо-
делювати електрони, іони та інші заряджені
частинки плазми (або кілька заряджених ча-
стинок), що знаходяться у зовнішньому еле-
ктромагнітному полі цієї частоти. Особливо
слід відмітити, що у експериментах [14–17]
з лазерними пучками реєструється саме по-
здовжня електрична хвиля.

Твердження, що поздовжня електрична
хвиля існує у околі зарядів і струмів, які її
породжують, тут доведено строго математи-
чно. Представлений результат має безпосе-
реднє відношення до фізичної інтерпрета-
ції експериментів [14–22] і використаних там
фізичних моделей.
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ОПИСАНИЕ ПРОДОЛЬНЫХ
ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ВОЛН УРАВНЕНИЯМИ

МАКСВЕЛЛА

Продольные электромагнитно-скалярные волны получены в качестве решения обобщенной системы уравне-
ний Максвелла, которая является максимально симметричной формой этих уравнений. Особенно важным ре-
зультатом является получение продольных электрической и скалярной волн в качестве непосредственного ре-
шения стандартной системы уравнений Максвелла с плотностями токов и зарядов градиентного типа. Пред-
ставлено строгое математическое доказательство, что продольные электрическая и скалярная волны существу-
ют в окрестности токов и зарядов, которые их порождают. Отмечена возможность применения полученных ре-
зультатов к физической интерпретации современных экспериментов, в которых регистрируются продольные
электромагнитные волны.
Ключевые слова: уравнения Максвелла, электромагнитное поле, классическая электродинамика, продольные
электромагнитные волны.
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DESCRIPTION OF THE LONGITUDINAL
ELECTROMAGNETIC WAVES BY THE MAXWELL

EQUATIONS

Purpose. The long time discussion on existence, or not existence, of longitudinal electromagnetic waves both in na-
ture and in Maxwell classical electrodynamics is under consideration. The modern experiments on the existence of
such waves are reviewed briefly. The link between the longitudinal electromagnetic waves and the system of Maxwell
equations is demonstrated.
Methods. Maxwell classical electrodynamics, Fourier method, Fourier transform, amplitude analysis.
Results. The longitudinal wave component of the electric field strength vector is found as an exact solution of the
standard Maxwell equations with specific currents and charges of the gradient type. The corresponded scalar wave
component, which is propagated in the same direction, is found as well. The longitudinal components of both electric
and magnetic field strengths, together with two corresponded scalar waves, are found as the exact solution of general-
ized Maxwell equations, which are characterized by the maximally high symmetry properties.
Conclusions. The analysis of found solutions demonstrates that longitudinal components are located near the corre-
sponded current and charge densities, which are the sources of such fields. It follows from the fact that current and
charge densities and the corresponded longitudinal components in the solutions are determined by the same amplitudes.
The best examples of corresponding physical reality are such big charges as the whole water area of closed sea, the
planet Earth in general, their oscillations and corresponding longitudinal electric and scalar waves.
Keywords: the Maxwell equations, electromagnetic field, classical electrodynamics, longitudinal electromagnetic
waves.
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POMERON MODELS AT LHC ENERGIES

Purpose. The existing experimental data on the elastic scattering of protons (antiprotons) by protons, including those
obtained at the Collider, are not in doubt for non-exponential behavior of differential cross-section. Our task is to
choose the most adequate analytical model that describes this behavior of the differential cross sections for elastic pp-
and p̄p scattering.
Methods. Pomeron alternatives for describing the non-exponential behavior of the diffraction cone in differential pp-
and p̄p elastic cross-section are investigated.
Results. It was shown that the pomeron amplitude with two tewrms with different t-dependences is strongly suggested
by the data.
Conclusions. The values of the slope B(s, t) and curvature parameter C(s, t) have been calculated for different
Pomeron model within the wide s – and low t – range with the allowance made for the diffraction cone shape. The
absolute values of the curvature parameter C(s, 0) is predicted to be decreasing depending on s and change of sign at
asymptotically large energies.
Keywords: elastic scattering, high energy, pomeron, slope, curvature.

Introduction

Elastic scattering at high energy and low mo-
mentum transfer is crucial to the choice of ap-
propriate pomeron model to description the data
of experiment. In this connection the knowl-
edge of such fundamental physical values of the
elastic scattering as the total σtot(s, t), differen-
tial cross sections dσ(s, t)/dt , slopeB(s, t) and
curvature parameter C(s, t) (for brevity, simply
as curvature) is decisive in checking up the cer-
tain strong interaction model.

Recently the revealing the novel and un-
expected non-exponential behavior of the elas-
tic proton-proton differential cross-section at
LHC energies [1, 2] have initiated the revision
of the methods of investigation [3–5]. The total
cross sections measured at LHC energies [2, 6]
indicates that the «asymptopia» (i.e. the Frois-
sart boundary) is attained.

Taking into account that at high energies
the values of σtot(s, t), B(s, t) and C(s, t) were
determined in the same LHC experiments and

keeping in mind mentioned above, the develop-
ment of the up to date criteria of the unified ap-
proach for their determination seems to be nat-
ural.

It has been shown in [7, 8] that, starting
with the available experimental data, we are up
against a considerable precise data for the deter-
mination of the above mentioned parameters.

A modified method of determination of
the slope, curvature and phase on the basis of
the experimental data has been suggested in [9].
A critical analysis of the data

√
s = 19.4, 546

and 1800 GeV has been performed allowing one
to find both the slope and the curvature usually
defined as

B(s, t) =
d

dt
ln
(
dσ(s, t)

dt

)
, (1)

C(s, t) =
1

2

dB(s, t)

dt
. (2)

It should be noted that despite the small
effect the curvature affects the small-t diffrac-
tion scattering values, thus it should be taken
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into account in the elastic scattering analysis
[10]. Similarly, we have also used the proce-
dure of overlapping t-bins [7,10] to reconstruct-
ing the local nuclear slopes from the experimen-
tal angular distributions as well as the curva-
ture C(s, t) at t = 0 when the

√
s reaches the

Tevatron energies. It was applied the physical
threshold properties of the scattering amplitude
expressed in the nonlinear Pomeron trajectory
[11]:

α(t) = 1 + α′t+ γ(
√
t0 −

√
t0 − t), (3)

where t0 = 4m2
π the lowest threshold, mπ -

pion mass. Concerning the search for asymp-
topia Block and Chan [12] considered the curva-
tureC(s, 0) as a sensitive indicator of the transi-
tion to asymptopia going from positive values at
the ISR energies, to be zero at the Tevatron en-
ergy. They have expected for any model, which
approaches the sharp black disc limit that the
curvature at t = 0 should become negative at
high energies. In this relation the idea arises
to revise available elastic pp- and pp-scattering
data for high energies within a wide interval of
s and low |t| starting from the method suggested
in [9]. Due to the unified approach in calculat-
ing the characteristics B and C we shall pre-
dict their energy behavior. The similar proce-
dure has been executed earlier for the energies
ranging up to the Tevatron energies (∼ 2 TeV)
in the approximation of the unified origin of the
leading singularity for the pp- and p̄p-scattering
[7]. It has been shown that the curvature for the
pp- and p̄p -scattering shows different behav-
ior over the energy region under study. Later
the change of sign for curvature C(s, t = 0)
when

√
s exceeds the Tevatron energy was pre-

dicted in model with two-components Pomeron
and Odderon model [10]. It makes sense to re-
call the remarks on the asymptopia which was
correctly noted in [13] long time ago: «for the
moment, the situation is such that we do not
find any evidence for new and not old-fashioned
physics in hadronic diffraction at high energies.
Odderon and threshold effects may be there, but
do not seem to be relevant for the description of
the bulk of the interactions: total cross-section,
ratio rho, differential cross section, etc.» The
time has come when you can reconsider these
predictions. Now the ideal place to search for

the asymptopia is the LHC. In [14] among oth-
ers the investigation of the forward slope B(s)
and interaction radius connected with impact
parameter b for nucleus has been done. The au-
thors have come to the conclusion that we «are
still extremely far from the asymptopia, the re-
gion where some known asymptotic relations
should hold». There we shall study the s- and
t-behavior of B and C within the framework of
the phenomenological model which considers
naturally the curvature as the manifestation of
a complex structure of the Pomeron in the first
cone region and at all available energies up to√
s =13 TeV and, thus, recalculate the B(s, t)

and C(s, 0) values. Our strategy for the investi-
gation of the shape of a non exponential behav-
ior of the diffraction cone and it consequences
will be the following:

1) First we have collect the data set of dif-
ferential cross section for pp- and p̄p-scattering
where the non-exponential behavior of diffrac-
tion cone is clearly present in broad area of
energy and appropriate interval of momentum
transfer to select the most suitable form of this
non-exponentiality.

2) Next we chose the best form of
Pomeron for description of selected data set,
combining the nonlinear Pomeron trajectory
and non-exponential residue contribution.

Data selection

To look for non-exponential behavior similar to
that observed in the CERN [1, 2] we have sep-
arate those experimental data for pp- and p̄p-
scattering which contains the number of exper-
imental points n ∼= 100, namely: Ecm = 19.4
[15]; 23.5; 30.7; 44.7; 52.8; 62.5 GeV [16];
8 [1] and 13 TeV [2] for pp-scattering and Ecm

= 546 GeV [17] for p̄p -scattering. To determine
the interval of momentum transfer for the exper-
imental data, where it is necessary to carry out
the investigations, we shall use the overlapping
bin procedure (OBP) [7,10] whose idea is as fol-
lows. The whole interval over the momentum
transfer |t| is divided into bins with a reason-
able number of experimental data point (≈ 10)
so that within the range of the bin the given ex-
perimental points can be approximated by the

126



Науковий вісник Ужгородського університету. Серія Фізика. Випуск 45. — 2019

(
dσ(t)

dt

)
i

=
∣∣aiebit∣∣2 , (4)

ai and bi are free parameters. Wherein the bins
are shifted with respect to each other by one or
more measuring channel in such a manner that
they overlap so that for each investigated en-
ergy we have obtained the set of «experimental»
value of local slopes bi (see Fig. 1) close to the
original number of true experimental points of
dσ/dt. The error bars ∆bi shown in the figure
represent the fitting uncertainty. In the area of
interest we observe the following features of the
structure of the slope (Fig. 2):

• sharp growth of the local slopes, when ap-
proaching the region of interference the
Coulomb and nuclear amplitudes (|t| <
0.01GeV 2);

• slowly decreasing sequence of local val-
ues distributed along a smooth curve with
oscillation around it;

• collapse of the slope at |t| < 1GeV 2 cor-
responding to the dip in the |t|.
Having carried out such a procedure for

all separate energy of selected data sets of the
differential cross sections pp- and p̄p scatter-
ing, we have to implement two cutoffs: first,
one needs to be away from the Coulomb inter-
ference region and second to be far from re-
gion, where rescatterings are important, tc <
|t| < td(GeV

2) where tc and td are the corre-
spond limit values (see Tab. 1). The remain-
ing data is the comprising rather large number
of experimental points in order to determine the
t-dependence of the slope and curvature. It is
convenient to take it with the help of the «exper-
imental» points of the slopes obtained by OPB
as the deepest point of the local bins set. This
criterion of the diffraction cone end corresponds
to the common concept of the «first diffraction
cone».

Choice of curvature shape

There we shall study the s- and t-behavior of
slope B and curvature C within the framework

of the phenomenological model which consid-
ers naturally the curvature as the revelation of
the threshold behavior of the scattering ampli-
tude in the t-channel and the shape of proton
in the first cone region, thus, recalculate the
B(s, 0) and C(s, 0) values. Here we shall di-
vert the reader’s attention from our attempt to
account for the oscillations observed in the slope
and confine ourselves to the consideration only
the smooth component of the diffraction cone
fine structure, i.e., the curvature. To do this,
wewill choose two possible non exponential be-
havior of the differential cross section within the
diffraction cone at fixed energy [7]:

dσ(t)

dt
= aeδt+γ

√
t0−t, (5)

or [1]
dσ(t)

dt
) = aebt+ct2 . (6)

To visualize the quality of the fit of
dσ(t)/dt and the choice of a better approxima-
tion of non-linearity, we shall use two methods:
the OBP and the normalized differential cross
sections R(t). In the first case each bin con-
tains 8 experimental points. The overlap of bins
is maximal, i.e. each bin shifts to one experi-
mental point relative to the neighboring one (see
Fig. 1). For the second the normalized experi-
mental data:

Rexp(t) =
(dσ/dt)exp − (dσ/dt)lin

(dσ/dt)lin
, (7)

where (dσ/dt)exp – experimental points,
(dσ/dt)lin – the approximation of all experi-
mental points at given fixed energy from the
selected interval of momentum transfer by a
linear exponential (4). Accordingly, the theo-
retical values Rth(t) are calculated for (5) and
(6) with the parameters of the best fit to the
experimental data for each individual of 9 sets.

Rth(t) =
(dσ/dt)th − (dσ/dt)lin

(dσ/dt)lin
, (8)
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Figure 1: The experimental function Rexp(t), calculated by (7) for energy
√
s = 19.4 GeV.Solid red line

- calculated function Rth(t) by the formula (8) for fitted parameters by (5). Solid green line - calculated
function Rth(t) by (8) for fitted parameters by (6), bar - fitting uncertainty.
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Figure 2: The local slopes bi, calculated wit help the procedure OBP by (4), bar - fitting uncertainty. Solid
red line - calculated by the formula (9) for fitted parameters by (6). Solid green line - calculated by the
formula (9) for fitted parameters by (6), bar - fitting uncertainty.
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Table 1: Compilation of data. tc – lover and td – upper limit values of the t-range; n – number of experimental
points; a and b – linear fit parameters. Set No 1-6 and 8-9 – pp-scattering, set No 7 – p̄p - scattering.

Set Ecm, GeV |tc| , GeV 2 |td| , GeV 2 n a,mb/GeV 2 b,GeV −2

1 19,42 0.0206 0.6599 134 72.60 10.60
2 23.5 0.042 0.53 65 66.54 10.31
3 30.7 0.038 0.70 102 72.06 10.32
4 44.7 0.05375 0.28875 99 79.22 11.49
5 52.8 0.0308 0.396 111 85.67 11.72
6 62.5 0.0215 0.49 53 92.7 12.49
7 546 0.0325 0.3175 58 196.2 14.76
8 8000 0.0285 0.19478 30 527 19.39
9 13000 0.0207 0.166 86 633.4 20.43

From the comparison of the results of the
fit for the two models (5) and (6), we see that it
is difficult to give preference to one or another
approximation by the function R(t). Instead,
such a comparison of the results of the calcula-
tion of the slopes should definitely favor the ap-
proximation (5) as it clearly seen from Fig. 2.
The same pattern is observed for all other cases
from the selected ones. The general behavior
of the curvature with increasing energy in both
cases is the same. As it was mentioned in [9]
the curvature is significantly stronger than that
found using the simple quadratic-exponential
(c=const) fits which have been traditional for
analizing experiments [1, 2]. Therefore alterna-
tively, as a non-linear rexponential factor, we
will use the approximation (5).

Choice of the Pomeron

The next step is to choose the Pomeron contri-
bution to the scattering amplitude, which cor-
responds to the observed behavior (decreasing)
of the curvature C(s, 0). Taking into account
the analysis performed above, we will choose a
common form of the Pomeron contribution to
the cross-symmetric scattering amplitude as

Ai(s, t) = gis̃
αp(t)eφ(t), (9)

where
s̃ = −i s

s0
, s0 = 1GeV2, (10)

αp(t) – non-linear Pomeron trajectory (3). Non-
linear exponential residue function is [8, 10].

φ(t) = bt+ β
√
4m2

π − t− 2mπ. (11)

The differential cross section for each i-set has
the form (

dσ(t)

dt

)
i

=
π

s2
|Ai(s, t)|2 . (12)

i – number of set (1...9) at fixed energy (
√
s =

19,4; 23,5; 30.7; 44.7; 52.7; 62.5; 546; 8000;
13000 GeV). Next, we will perform an overall
(Pomeron) fit of all the above selected 9 sets of
data by (9)-(14) with (3) where gi - the normal-
ization factor for each set separately. Consider
three variants of the combination of the contri-
bution of the non-linear exponential behavior of
φ(t) and the nonlinear trajectory of the Pomeron
αP (t) [7, 8]:

β ̸= 0, γ ̸= 0, · · · (I)

β ̸= 0, γ = 0, · · · (II)

β = 0, γ ̸= 0, · · · (III)

The curvature C(s, t) for variants I-III re-
spectively hase the form

C(s, t) = −1

2

γ ln s
s0
+ β

(t0 − t)3/2
, (13)

C(s, t) = −1

2

β

(t0 − t)3/2
, (14)

C(s, t) = −1

2

γ ln s
s0

(t0 − t)3/2
, (15)
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Table 2: The parameters of the Pomeron fit for I-III variants

I II III
Parameter Value Error Value Error Value Error

g1 64.48 0.18 63.52 0.16 58.87 0.11
g2 64.40 0.34 62.53 0.33 58.14 0.29
g3 72.41 0.22 71.67 0.21 68.18 0.19
g4 73.50 0.23 73.01 0.22 68.15 0.17
g5 78.27 0.18 77.50 0.17 73.27 0.13
g6 81.38 0.17 80.76 0.16 77.01 0.13
g7 180.5 0.8 180.7 0.8 177.7 0.7
g8 450.7 0.7 457.1 0.5 463.2 0.6
g9 526.0 0.8 534.8 0.5 544.5 0.7
bp 0.8383 0.0494 1.414 0.018 3.019 0.005
α′ 0.4144 0.045 0.3518 0.007 0.2308 0.0029
γ 0.05411 0.00511 – – – 0.1153 0.0002
β -2.149 0.048 1.619 0.023 – –

χ2/dof 2.98 3.20 5.77

As can be seen from Table 2. fit by the
variant I with non-linear trajectory and a non-
linear exponential residue function is well con-
sistent with experiment data. This makes us
choose the variant I for the Pomeron contribu-
tion to the scattering amplitude. In this case
the relative nonlinear trajectory plays the mi-
nor role, and option III is by no means accept-
able [3]. The behavior of C(s, 0) in this case,
calculated by (13), has a decreasing character.

Conclusions

We have studied the phenomenology of the pp-
and p̄p - elastic scattering within a wide energy
range from tens of GeV to tens of TeV by us-
ing a model in which the analytical properties
of the scattering amplitude are accounted for by
the threshold singularity in the cross-channel. It
has been shown that such features reflect ade-
quately the smooth part of the t-dependence of
the slope in a form of a concave curve found
with the help of the model-independent pro-
cedure of overlapping t-bins. The calculated

values of the curvature differs from zero due
to that we have chosen the physical threshold
in the cross channel as t0 = 4m2

π and non-
exponerntial residue of pomeron pole. To clar-
ify the question whether the non-linear expo-
nential behavior of the diffraction cone is due to
a nonlinear trajectory or non-linear exponential
residue function it is necessary additionally take
into account the novel LHC data. We emphasize
that the non-exponential function φ(t) entering
to in the Pomeron pole residue, as well as the
non-linearity of its trajectory αp(t) is strongly
suggested by the data. As a result, one can ob-
serve that the curvature C(s, 0) has a tendency
to decrease and change the sign. It has been
shown that C(s, 0) calculated with the inclu-
sion of the non-linear exponential residue func-
tion together with the non-linear Pomeron tra-
jectory decreases going into the «asymptopia»
mode. As for the energy dependence of the cur-
vature, C(s, 0) calculated with the inclusion of
above mentioned residue function together with
the non-linear Pomeron trajectory decreases, as
expected, crossing the energy axis at

√
s >

104 TeV.
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МОДЕЛИ ПОМЕРОНА ПРИ ЕНЕРГИЯХ БАК

Значения наклона B(s,t) и параметра кривизны C(s,t) рассчитаны в широком интервале энергий s и при малых t
с учетом формы диффракционного конуса. Предсказано убывание абсолютного значения параметра кривизны
C(s,0) в зависимости от s с сменой знака при асимптотически высоких энергиях.
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МОДЕЛІ ПОМЕРОНА ПРИ ЕНЕРГІЯХ ВАК

Значення нахилу B(s,t) та параметра кривини C(s,t) розраховані в широкому інтервалі енергій s та при малих t з
урахуванням форми дифракційного конусу. Передбачається, що абсолютні значення параметра кривини C(s,0)
зменшуються залежно від s із зміною знаку при асимптотично високих енергіях.
Ключові слова: пружне розсіювання, високі енергії, померон, нахил, кривина.
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ПОРІВНЯННЯ ТОЧНОСТЕЙ ПОЛОЖЕНЬ
ГЕОСИНХРОННИХ ОБ’ЄКТІВ РІЗНИМ
ПРОГРАМНИМ ЗАБЕЗПЕЧЕННЯМ

Визначення точності отриманих положень геосинхронних об’єктів за допомогою різного програмного забез-
печення. Метою було оцінити систематичні і випадкові похибки вимірювань за допомогою програмного забез-
печення Apex II та CoLiTecSat. Для оцінки точності роботи програмного забезпечення (ПЗ) було вибрано п’ять
геосинхронних супутників для яких можна отримати точну координатну інформацію з сервісів міжнародної
мережі лазерної віддалеметрії. Використані астрометричні методи досліджень об’єктів, а також математичні
методи обробки результатів. Порівняння результатів проводилось за допомогою пакету Kotlin Orbit Estimation
Library. Розглянуто відхилення вздовж та впоперек орбіти положень п’яти супутників отриманих за допомо-
гою ПЗ Apex II та CoLiTecSat. Орбіта супутників була обрахована на основі точної ефемериди з міжнародної
мережі лазерної віддалеметрії. Випадкові похибки одного вимірювання ПЗ Apex II та CoLiTecSat на представ-
леному матеріалі відрізняються не суттєво. Відмінності в оцінках середньо квадратичного відхилення (СКВ)
для телескопу BRC-250M не дозволяють зробити висновок про те, яке ПЗ забезпечує меншу випадкову помил-
ку вимірювань.
Ключові слова: супутник, координати, похибки, ефемериди.

Вступ

Визначення точних астрометричних коорди-
нат штучних супутників Землі (ШСЗ), є ва-
жливою задачою для побудови орбіти су-
путників та контролю небезпечних збли-
жень ШСЗ в навколоземному космічному
просторі. В статті приведено порівня ви-
значення точності екваторіальних координат
геосинхронних ШСЗ за допомогою різно-
го програмного забезпечення – Apex II та
CoLiTecSat.

ПЗ Apex II використовується в мережі
оптичних спостережень ISON1 (International

Scientific Optical Network), воно пройшло до-
сить довгийшлях вдосконалень та модифіка-
цій. З іншої сторони тестувалося нещодавно
створене ПЗ CoLiTecSAT2, що розроблено в
Україні.

В якості об’єктів для спостереження
вибрані штучні супутники Землі, по яким на-
явна точна координатна інформація з міжна-
родної мережі лазерної віддалеметрії.

Опис ефемерид

Представлені порівняння виміряних коорди-
нат ШСЗ з ефемеридами, International Laser

1http://astronomer.ru/project-ison.php
2http://www.neoastrosoft.com
3https://ilrs.cddis.eosdis.nasa.gov/
4http://www.igs.org/
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Ranging Service (ILRS)3 та Global Navigation
Satellite Systems (GNSS)4. Обидва сервіси
публікують свої ефемериди в виді таблиць
моментів часу і відповідних їм декарто-
вим координатам супутника в International
Terrestrial Reference Frame (ITRF). Для отри-
мання координат і швидкостей космічного
апарата (КА) в потрібний момент часу ці та-
блиці координат (ефемериди) потрібно ін-
терполювати.

Ефемериди ILRS, публікуються в фор-
маті Consolidated Prediction Format (CPF) [1].
ILRS ефемерида представляє собою прогноз
майбутніх положень супутника по відношен-
ню до моменту фактичних спостережень су-
путника і моменту її публікації. Отже ILRS
ефемерида – це екстраполяція положень су-
путника в майбутнє. Ці ефемериди охоплю-
ють проміжок часу від однієї доби для низко-
орбітальних супутників до 7 діб для високо-
орбітальних супутників. При цьому точність
ефемериди швидко погіршується по мірі від-
далення від її початку. Більшість ефемерид
перекриваються по часу. Для випадків з КА,
що наведені нижче в таблиці 2, проміжок ча-
су однієї ефемериди знаходиться в діапазоні
від 4 до 6 діб. Ефемериди для цих КА, як пра-
вило, оновлюються раз за добу.

Для обчислення положення супутників
на великих інтервалах часу (більше 1 доби)
використовується останній прогноз, що пе-
редує даному моменту часу. Таким чином,
зазвичай, для визначення положення і швид-
кості супутника по ILRS ефемеридам вико-
ристовуються прогнози положення супутни-
ка, що відстають від початкової дати прогно-
зу не більше ніж на одну добу.

Ефемериди, що надаються GNSS і ви-
користані нами публікуються в sp3 форматі
в системі координат Global Reference Frame
(IGb08) [2]. Використані GNSS ефемериди
публікуються через тиждень після проведен-
ня спостережень. Ці GNSS ефемериди пред-
ставляють собою апроксимацію спостере-
жень навігаційних супутників з врахуванням
виміряних параметрів обертання Землі. На-
слідком цього є більш висока точність GNSS

ефемериди в порівнянні з ILRS ефемеридою.
Одна ефемерида, що публікується сер-

вісом GNSS, охоплює проміжок 23 години
і 45 хвилин, публікується один раз на до-
бу. Тому, при використанні GNSS ефемерид
утворюється розрив в часі між ефемеридами
протяжністю в 15 хвилин, зазвичай в райо-
ні опівночі по всесвітньому часу. При цьо-
му на краях окремих ефемерид може спосте-
рігатись деяке зниження точності внаслідок
крайових ефектів інтерполяції.

Порівняння в термінах вздовж і по-
перек видимої траєкторії руху су-
путника

Найбільш важлива особливість оптичних
спостережень супутників пов’язана з їх ви-
сокою рухливістю на зображенні в порівнян-
ні з іншими астрономічними об’єктами. У
типовій ситуації видиме зміщення супутни-
ка за час експозиції зображення перевищує
кутові розміри функції розсіювання точко-
вих об’єктів. Що призводить до витягування
зображення супутника уздовж його напрям-
ку руху, якщо телескоп супроводжує зірки,
або до витягування зображень зірок, якщо
телескоп супроводжує супутник. Таким чи-
ном, при обробці зображень виникає виділе-
ний напрям, що збігається з напрямком руху
супутника.

Крім витягування зображень точкових
об’єктів, висока швидкість видимого руху
ШСЗ підвищує вимоги до точності вимірю-
вання моментів часу експозиції зображен-
ня ШСЗ в порівнянні з типовими вимога-
ми, що пред’являються до астрономічних зо-
бражень. Так для низькоорбітальних об’єктів
видима кутова швидкість супутника може
перевищувати 1000′′/сек. Для вимірювання
координат такого об’єкта з точністю порядку
0.1′′, точність вимірювання часу повинна пе-
ревищувати 0.0001 секунди. Похибки вимі-
рювання часу будуть проявлятися у вигляді
зсуву положення об’єкта уздовж його види-
мої траєкторії.
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Рис. 1: Система координат вздовж і впоперек
видимого шляху супутника. Всі вектори на
рисунку лежать в площині рисунка.

Рис. 2: Розклад вектора нев’язок на dR і dL
компоненти.

Табл. 1: Географічні координати і характеристики телескопу BRC-250M

Координати Характеристики
φ 48.°563551 D 250 mm
λ 22.°453751 F 1280 mm
h 231.0 роздільна здатність 1.46 ′′/pix

FOV 100’

Табл. 2: Перелік супутників, що спостерігалися

Назва супутника Norad ID Висоти супутника (км)
Galileo-102 37847 23220
Galileo-203 40544 23220
Galileo-212 41860 23220
Beidou G5 38091 35800
IRNSS 1B 39635 35800

З огляду на ці особливості бажано роз-
глядати невязки вздовж і впоперек видимого
руху супутника. У разі відомих топоцентри-
чних координат супутника r і його вектора
швидкості v можна ввести миттєву систему
координат як (рис. 1)

i =
r
r
, j = [k× i] ,k =

r× v
|r× v|

(1)

Вектор k перпендикулярний площині
рисунка, i, j,k – орти системи координат

(вісь x направлена вздовж напрямку наШСЗ,
вісь y співпадає з видимим напрямком ру-
хуШСЗ, вісь z – перпендикулярна видимому
напрямку руху ШСЗ); r – довжина вектора r.
Вектор невʼязок ∆s = s − se може бути роз-
кладений на координати (dR, dL, dN) в систе-
мі координат. Де se = r/r напрям візування
на супутник, а r - довжина вектора r.

Компонент вектора невʼязок dR завжди
буде другого порядку по величині, прийма-
ючи до уваги, що довжина вектора нев’язок
завжди мала (рис. 2).
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Видима кутова швидкість руху ШСЗ
визначається як vvis = (v · j)/r Тоді від-
ставання або випередженняШСЗ по видимо-
му шляху в термінах часу можна оцінити як
dT = dL/vvis.

Оцінка систематичної і випадкової
помилки вимірювань

Для реалізації методів порівняння, вико-
ристовувалася ПЗ Kotlin Orbit Estimation
Library (KOrbEstLib) [3]. Для оцінок величи-
ни випадкової і систематичної помилки ви-
мірювань проводилося порівняння вимірю-
вань координат ШСЗ з ефемеридами, що на-
давалися службами ILRS і GNSS. Точність
ILRS для об’єктів, що розглядаються, краще
10м, а GNSS краще 1м.

Набір матеріалу для аналізу проводив-
ся на телескопі BRC-250M, що розміще-
ний на станції спостережень Деренівка. Гео-
графічні координати і характеристики теле-
скопу наведені в табл. 1. Обробка зобра-
жень виконувалася за допомогою програм
CoLiTecSAT і Apex II [4]. Список ШСЗ для
яких були отримані вимірювання координат
представлені в таблиці 2.

У таблиці 3 представлені статистичні
оцінки характеристик нев’язок для даних су-
путників. Для цензурування грубих поми-
лок використовувався поріг α = 0.001.
Для порівняння оцінок стандартних відхи-
лень (СКВ) нев’язок між результатами вимі-
рювань ПЗ Apex II і CoLiTecSAT обчислюва-
лося відношення:

F =
σ2
apex

σ2
colitec

, якщо σ2
apex > σ2

colitec,

F =
σ2
colitec

σ2
apex

, якщо σ2
apex < σ2

colitec. (2)

Далі обчислювалась ймовірність
Pn−1,m−1(F ), того що значення одної оцінки
СКВ більше іншої [5], у відповідності з роз-
поділомФішера, де n,m відповідна кількість
вимірювань для кожного ПЗ після процеду-
ри цензурування грубих помилок. В таблиці
приведена величина αF = 1− Pn−1,m−1(F ).

Кількість вимірювань для ШСЗ Galileo
– 102 (37847), Galileo - 203 (40544), Galileo

– 212 (41860), отриманих на телескопі BRC-
250M, в кожній серії менше або дещо біль-
ше 10 (таблиця. 3). СКВ одного вимірюван-
ня сильно варіюються від супутника до су-
путника, що викликано малою кількістю ви-
мірювань. По-перше, мала кількість вимірю-
вань перешкоджає виявленню грубих поми-
лок. А по-друге, грубі помилки у свою чер-
гу можуть призводити до істотно завищених
оцінок СКВ.

Для геосинхронного ШСЗ IRNSS 1b
(41860) на телескопі BRC-250M було отри-
мано більше 20 вимірювань, що вже дозво-
лило виявити і відкинути ряд грубих поми-
лок вимірювань. Серед вимірювань, що бра-
ли участь у порівнянні з ефемеридами, у
CoLiTecSAT було виявлено три грубих по-
милки, а у Apex II одна. При цьому Apex II
відкинув на одну грубу помилку більше ніж
CoLiTecSAT на попередньому етапі, до по-
рівняння з ефемеридею.

У таблиці 3 також представлені оцінки
СКВ для геостаціонарного ШСЗ Beidou G5
(38091). Для Apex II було виявлено 5 грубих
помилок з 52 вимірювань, а для CoLiTecSAT
3 грубих помилки при тій же кількості вимі-
рювань.

Висновки

У всіх розглянутих випадках, коли вимірю-
вання проводилися за допомогою Apex II і
CoLiTecSAT, оцінка величини αF не става-
ла менше 0,001. Таким чином, відмінності в
оцінках СКВ по BRC-250M не дозволяють
зробити висновок про те, яке ПЗ забезпечує
меншу випадкову помилку вимірювань.

Оцінки СКВ одного вимірювання
уздовж видимого шляху ШСЗ знаходяться
в діапазоні від 0.33′′ до 1.8′′, поперечному
напрямі – від 0.1′′ до 1.9′′. Мала кількість
вимірювань і досить високий рівень СКВ
одного вимірювання не дозволяють зроби-
ти однозначний висновок про наявність або
відсутність систематичних зміщень між ви-
мірюваннями і ефемеридею. Відносно ви-
сокий рівень СКВ може бути обумовлений
низьким рівнем роздільності, оскільки усі
зображення були отримані при бініруванні 2,
що призводить до оцінки кутової роздільно-
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сті зображення 2.9′′/pix. Таким чином СКВ в
перерахунку до пікселів знаходиться в діапа-
зоні від 0.11 до 0.66, що порівняно за величи-
ною з результатами для телескопів з великою
кутовою роздільною здатністю.

Можна зробити висновок, що ви-
падкові похибки одного вимірювання ПЗ
CoLiTecSAT і Apex II на представленому ма-
теріалі відрізняється не суттєво.
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СРАВНЕНИЕ ТОЧНОСТЕЙ ПОЛОЖЕНИЙ
ГЕОСИНХРОННОЙ ОБЪЕКТОВ РАЗЛИЧНЫМ

ПРОГРАММНЫМ ОБЕСПЕЧЕНИЕМ

Определение точности полученных положений геосинхронной объектов с помощью различного программно-
го обеспечения. Целю было оценить систематические и случайные погрешности измерений с помощью про-
граммного обеспечения Apex II и CoLiTecSat. Для оценки точности работы программного обеспечения (ПО)
было выбрано пять геосинхронной спутников для которых можно получить точную координатную информа-
цию из сервисов международной сети лазерной локации. Использованы астрометрические методы исследова-
ний объектов, а также математические методы обработки результатов. Сравнение результатов проводилось с
помощью пакета Kotlin Orbit Estimation Library. Рассмотрены отклонения вдоль и поперек орбиты положений
пяти спутников полученных с помощьюПОApex II и CoLiTecSat. Орбита спутников была рассчитана на осно-
ве точной ефемериды по международной сети лазерной локации. Случайные погрешности одного измерения
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ПО Apex II и CoLiTecSat на представленном материале отличаются не существенно. Различия в оценках сре-
дне квадратического отклонения (СКО) для телескопа BRC-250M не позволяют сделать вывод о том, какое ПО
обеспечивает меньшую случайную ошибку измерений.
Ключевые слова: спутник координаты погрешности эфемериды.
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COMPARISON OF THE GEOSYNCHRONOUS
OBJECTS POSITION ACCURACY WITH

DIFFERENT SOFTWARE

Purpose. Determinate the accuracy of the received positions of geosynchronous objects with the help of different soft-
ware. Evaluate systematic and random measurement errors using the Apex II and CoLiTecSat software. To evaluate
the accuracy of the software, five geosynchronous satellites were selected for which accurate coordinate information
can be obtained from the services of the international network of laser ranging.
Methods. Used astrometric methods of objects research, as well as mathematical methods of processing results. The
results were compared using the Kotlin Orbit Estimation Library.
Results.Deviations along and across the orbits of the positions of the five satellites obtained using the Apex II and
CoLiTecSat software are considered. Satellite orbits were calculated on the basis of exact ephemeris from the interna-
tional network of laser ranging.
Conclusions. Random errors of one measure of software Apex II and CoLiTecSat on the presented material differ
significantly. The differences in the estimation of root mean square (RMS) on BRC-250M do not allow to conclude
which software provides a smaller random measurement error.
Keywords: satellite, coordinates, errors, ephemeris.
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ОЦЕНКА СОСТОЯНИЯ КОСМИЧЕСКИХ
АППАРАТОВ ТИПА CUBESAT ПО ОПТИЧЕСКИМ
НАБЛЮДЕНИЯМ (НА ПРИМЕРЕ КА ARKYD 6A)

Фотометрия низькоорбитиальних искусственных спутников, сверхмалого размера представляет собой сложную
задачу, которая требует комплексного подхода в ее решении. Целю было определить параметры собственно-
го вращения искусственного спутника ARKYD 6A, исходя из фотометрической и астрометрической информа-
ции полученной на квантово-оптической станции (КОС) «Сажень-С» Центра приема и обработки специальной
информации и контроля навигационного поля Национального центра управления и испытаний космических
средств. Авторами использованы фотометрические и астрометрические методы исследований объекта, а та-
кже другие методы моделирования и собственные методы определения ориентации космического аппарата.
Приведены результаты фотометрических наблюдений космического аппарата (КА) ARKYD 6A, которые были
проведены в мае 2018 года. Несмотря на сложные условия наблюдений были получены три кривые блеска КА.
Анализ кривых показал, что КА потерял стабилизации и вращается. Определены ориентировочные параметры
вращения КА. Показана возможность фотометрических наблюдений сверхмалых КА на низких высотах теле-
скопами с малой апертурой. Анализ полученных в течении трех ночей наблюдений показал, что КА ARKYD
6A вращается вокруг линии «зенит – надир» с периодом ∼ 145 с. При этом его продольная ось отклонена от
данной линии на угол 32◦ − 35◦.
Ключевые слова: низкоорбитальные космические объекты, космические аппараты типа CubeSat, фотометри-
ческие наблюдения.

Введение

На сегодня существует тенденция по рез-
кому увеличению количества запускаемых
и планируемых к запуску на низкую око-
лоземную орбиту малых космических ап-
паратов (КА). К 2026 году ожидается уве-
личение мировой орбитальной группиров-
ки до 9000 и более КА, большую часть ко-
торых будут составлять малые и сверхма-
лые (мини-, микро- и наноспутники) КА, в
частности стандарта CubeSat с различным

форм-фактором (от 1U до 12U) и весом от
1 до 100 кг. Такие КА имеют малые разме-
ры, но обладают высокой функционально-
стью, позволяющей заменить большинство
своих более крупных «коллег». Кроме того,
данная технология позволяет сравнительно
дешево создавать многоспутниковые орби-
тальные группировки для обеспечения бес-
прецедентной оперативности получения ин-
формации. Однако, ввиду малых размеров
таких КА, существует проблема контроля их
состояния в случае потери с ними связи или
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возникновения иных нештатных ситуаций.
Особенно актуальна такая задача для экспе-
риментальных КА – демонстраторов техно-
логий.

В рамках данного исследования был
проведен эксперимент по мониторингу со-
стояния КА ARKYD 6A (международный
номер 18004V, стандарт CubeSat 6U) при по-
мощи сравнительно небольшого оптическо-
го инструмента, оснащенного современным
светоприемным оборудованием.

Методика проведения и первичной
обработки наблюдений

Используемая аппаратура. Наблюдения
проводились при помощи канала широ-

кого поля модернизированной аппаратуры
электронной регистрации оптических на-
блюдений (АЭРОН-М) квантово-оптической
станции (КОС) «Сажень-С» Центра прие-
ма и обработки специальной информации и
контроля навигационного поля (ЦПОСИ и
КНП) Национального центра управления и
испытаний космических средств (НЦУИКС)
Государственного космического агенства
(ГКА) Украины. Канал оснащен коротфоку-
сным светосильным телескопомАФР-М (D=
300 мм, F = 300 мм), с КМОП камерой ZWO
ASI-174MM-Cool (mono) [1]. Характеристи-
ки телескопа и камеры приведены в табл. 1 и
2, соответственно.

Табл. 1: Характеристики телескопа АФР-М

1 Диаметр объектива, мм 300
2 Фокусное расстояние, мм 300
3 Концентрация 80% световой энергии в пикселе размером, мкм Не более 11
4 Диаметр линейного поля зрения, мм Не менее 52

Табл. 2: Характеристики КМОП камеры ZWO ASI-174MM-Cool (mono)

1 Светоприемный детектор 1/1.2″ CMOS IMX174LLJ / IMX174LQJ
2 Размеры детектора, мм 11,3 х 7,1
3 Максимальная разрешающая спосо-

бность, пикселей
1936х1216

4 Размер пикселя, мкм 5,86
5 Диапазон экспозиций, с От 0,03 до 1000
6 Разрядность АЦП, бит 10 или 12
7 Интерфейс управления и передачи дан-

ных
USB 3.0

8 Скорость регистрации при максимальном
разрешении и максимальной разрядности
АЦП

Не более 128 кадров/с, в зависимости от
экспозиции.

В максимальном разрешении телескоп
с данной камерой обеспечивают масштаб
4”/пиксель в поле зрения 129’x81’.

Телескоп установлен на монтировке те-
лескопа АЗТ-28 КОС «Сажень-С». Монти-
ровка имеет максимальную скорость переме-
щения до 2,5°/с и способна сопровождать КА

на низких орбитах.
Проведение наблюдений. Наблюде-

ния КА проводились в режиме сопрово-
ждения. Начальные условия для расчета
целеуказаний брались в виде двустрочных
элементов (Two Line Elements -– TLE) из
базы данных Объединенного космическо-

142



Науковий вісник Ужгородського університету. Серія Фізика. Випуск 45. — 2019

го командования Вооруженных сил США
(https://www.space-track.org).

Оператор, проводящий сеанс наблюде-
ний, обнаруживал КА в поле зрения, по-
сле чего начинал запись наблюдений. Запись
проводилась в виде последовательности от-
дельных кадров в формате FITS (Flexible
Image Transport System). Экспозиция подби-
ралась таким образом, чтобы КА был доста-
точно хорошо виден оператором.

Условия наблюдений были сложными.
На небе местами проявлялась облачность.
Во время нескольких прохождений часть
траектории КА проходила около Луны, что
также служило препятствием для качествен-
ного проведения наблюдений. Дополнитель-
но усложняло работу дрожание монтировки
в некоторых положениях, из-за высокой ско-
рости перемещения КА. Совокупность дан-
ных факторов привела к тому, что с 11 по 22

мая 2018 года были получены качественные
наблюдения всего трех прохождений (табл.
3), другие были отбракованы на этапе пре-
дварительной обработки.

Предварительная обработка наблю-
дений. На кадрах, признанных пригодными
для дальнейшей обработки, проводилась
предварительная оценка инструментального
блеска КА методом апертурной фотометрии
программой Tangra 3.6 1. Полученная кривая
инструментального блеска ИСЗ после это-
го анализировалась для отбраковки сбойных
и аномальных измерений. Причинами могли
быть наличие дымки, уменьшавшей блеск
КА, прохождение через апертуру яркой зве-
зды, увеличение уровня фона из-за близости
Луны и т.п. Количество оставшихся после
данной отбраковки оценок блеска для каждо-
го прохождения представлено в табл. 3.

Табл. 3: Результаты наблюдений КА ARKYD 6A

Дата Общая длитель-
ность наблюде-
ний мин:с

Экспозиция с Общее количе-
ство кадров

Количество
оценок блеска

11.05.2018 3:44.8 0.20 746 677
16.05.2018 2:49.8 0.19 755 644
22.05.2018 1:39.0 0.30 324 321

Отобранные серии кадров, оценкаа
блеска ИСЗ, а также начальные условия для
получения целеуказаний передавались для
дальнейшего анализа специалистам Лабо-
ратории космических исследований Ужго-
родского национального университета (ЛКИ
УжНУ).

Анализ полученых
данных

Для оперативной оценки поведения ИСЗ
Arkyd 6A достаточным оказалось 3-х фото-
метрических записей, которые представле-
ны на рис. 1. Без редукции к так называ-
емым стандартным условиям видно, что у

КА нарушена стабилизация, и он вращае-
тся. Наиболее удачная запись блеска спутни-
ка была осуществлена 11.05.2018 года, по ре-
зультатам которой удалось довольно наде-
жно оценить период обнаруженного враще-
ния ИСЗ, равным временному интервалу ме-
жду двумя одинаковыми по форме и по ам-
плитуде подъемами блеска (рис. 2). И хотя
записи блеска в другие даты менее удачны,
они практически подтвердили полученный
ранее результат. Определение величины пе-
риода вращения проводился с использовани-
ем разработанного в ЛКИ УжНУ программ-
ного обеспечения основанного на известном
методе Ломба-Скрагла [2]. В результате сре-
днее его значение на интервале наблюдений
было равно Р = (145.0± 1.5) сек.

1http://www.hristopavlov.net/Tangra3/
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Фотометрическая запись блеска КА за
16.05.2018 года оказалась удачной в ином
плане. На ней зафиксирован в 20h12m50s
зеркальный всплеск блеска на момент ко-
торого в дальнейшем было вычислено на-
правление нормали к отражающей зеркаль-
но детали поверхности объекта (рис. 3).
Расчет проводился в спутникоцентрической
системе экваториальных координат. Соо-
тветственно, были рассчитаны направления

«спутник – Солнце», «спутник - наблюда-
тель», «спутник – центр Земли», углы осве-
щения объекта Солнцем и углы отражения
света от его поверхности, а также угол между
направлениями «спутник – центр Земли» и
нормалью. Все расчеты выполнялись с по-
мощью специального программного обеспе-
чения «Orientation», разработанного в ЛКИ
УжНУ [3].

Рис. 1: Результаты предварительной обработки наблюдений КАARKYD 6A – инструментальные кри-
вые блеска для трех прохождений.

Рис. 2: Анализ кривой блеска за 11.05.2018.

Точность определения углов и направ-
лений определяется точностью позицион-
ных наблюдений объекта. Если есть пози-
ционные ПЗС-наблюдения , где точность со-
ставляет несколько угловых секунд, то все
направления могут быть рассчитаны с то-
чностью ∼ 0◦.1. Однако, если позиционные
данные вычисляются из элементов TLE, то-

чность может снизится почти до 1◦.0 . В на-
шем случае набор TLE был достаточно то-
чным и погрешность вычислений была по-
рядка 0◦.5.

Кроме того, программное обеспечение
позволяет вычислять на заданные моменты
времени положения КА в азимутальной си-
стеме координат. Это помогает наблюдателю
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определится, какую часть поверхности ИСЗ
он видит в интересующийся его момент вре-
мени.

В нашем случае зеркальный всплеск
произошел в минимуме блеска, то есть, когда
КА был развернут в сторону наблюдателя и
Солнца минимальной площадью поперечно-
го его сечения. Исходя из предоставленно-
го изображения строения данного ИСЗ, уве-

ренно можно сказать, что он был развернут к
наблюдателю торцевой своей частью, а зер-
кальный блик произошел от объектива фото-
аппарата, размещенного на этом участке кор-
пуса КА. Таким образом, направление нор-
мали в момент зеркального всплеска отобра-
жает направление продольной оси корпуса
ИСЗ по отношению к наблюдателю и оси
«центр спутника – центр Земли».

Рис. 3: Анализ кривой блеска за 16.05.2018.

Направление в пространстве нормали
n⃗ к любой отражающей поверхности зер-

кального типа рассчитывается следующим
образом:

n⃗ =

 xn
yn
zn

 = [(x0 + xobs)
2 + (y0 + yobs)

2 + (z0 + zobs)]
−1/2 ·

 x0 + xobs
y0 + yobs
z0 + zobs

 (1)

где x0 = cosα0 cos δ0; y0 = sinα0 cos δ0;
z0 = sin δ0 – соответствуют направлению из
центра спутника к центру Солнца, а xobs =
cosαobs cos δobs; yobs = sinαobs cos δobs; zobs =
sin δobs – направлению от центра спутника
к наблюдателю. α0 и δ0, αobs и δobs являю-
тся, соответственно, координатами Солнца
и наблюдателя в экваториальной спутнико-
центрической системе координат. αobs и δobs
вычисляются по синхронному позиционно-
му наблюдению объекта и связаны с топо-
центрическими его координатами как αobs =
αt ± 180◦; δobs = −δt.

Модельный анализ видимого вращения
ИСЗ Arkyd 6A в сочетании с видом записан-
ных кривых блеска, показал, что оно осуще-
ствлялось именно вокруг оси «центр спутни-
ка – центр Земли».

Если спутник вращается вокруг своей
вертикальной оси, которая лежит в плоско-
сти его орбиты, то ее направление может
быть определено, как: αR = α ± 180◦; δR =
−δ, где α, δ – геоцентрические экваториаль-
ные координаты наблюдаемого объекта.

Результаты вычислений на момент зер-
кального всплеска приведены на рис 4. Здесь
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угол освещения спутника Солнцем ε равен
углу отражения света в сторону наблюдате-
ля и его значение по величине равно ϵ =
44◦.3. А угол между направлением нормали
и осью «центр спутника - центр Земли» ра-

вен ∼ 32-35◦ (точность обусловлена шири-
ной и амплитудой зеркального блика). В ни-
жней части рисунка схематично изображено
движение в пространстве продольнойосиКА
Arkyd 6A.

Рис. 4: Анализ вращения и след оси вращения КА ARKYD 6A на небесной сфере.

Выводы

1. КА ARKYD 6A имеет малую яркость и
высокую скорость видимого движения, что
усложняло проведение его наблюдений.
2. Дополнительными сложностями при про-
ведении наблюдений были: облачность, ме-
ханический дребезг телескопа, наличие на
небе Луны.
3. Анализ полученных в течение трех ночей
наблюдений показал, что КА ARKYD 6A по-

терял стабилизацию и вращается вокруг ли-
нии «зенит-надир» с периодом примерно 145
с. При этом его продольная ось отклонена от
данной линии на угол в 32° – 35°.
4. Наблюдения в целом подтвердили возмо-
жность оценки состояния низкоорбитальных
наноспутников типа CubeSat, используя те-
лескопы с малой апертурой. Учитывая рост
количества подобных КА на орбите Земли,
такая оценка является востребованной.
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ОЦІНКА СТАНУ КОСМІЧНИХ АПАРАТІВ
ТИПУ CUBESAT ЗА ОПТИЧНИМИ

СПОСТЕРЕЖЕННЯМИ (НА ПРИКЛАДІ КА
ARKYD 6A)

Фотометрія низькоорбітиальних штучних супутників, надмалого розміру являє собою складну задачу, що по-
требує комплексного підходу у її вирішенні. Цілю було визначити параметри власного обертання штучного су-
путника ARKYD 6A, виходячи з фотометричної та астрометричної інформації отриманої на квантово-оптичній
станції (КОС) «Сажень-С» Центру прийому і обробки спеціальної інформації та контролю навігаційного по-
ля Національного центру управління та випробувань космічних засобів. Авторами використані фотометричні
та астрометричні методи досліджень об’єкта, а також інші методи моделювання та власні методи визначення
орієнтації космічного апарата. Приведені результати фотометричних спостережень космічного апарату (КА)
ARKYD 6A, які були проведені у травні 2018 р. Не дивлячись на складні умови спостережень, були отримані
три криві блиску КА. Аналіз кривих показав, що КА втратив стабілізацію й обертається. Визначені орієнтовні
параметри обертання КА. Показана можливість фотометричних спостережень надмалих КА на низьких висо-
тах телескопами з малою апертурою. Аналіз отриманих напротязі трьох ночей спостережень показав, що КА
ARKYD 6A обертається навколо лінії «зеніт – надир» з періодом ∼ 145 с. При цьому його повздовжна вісь
відхилена від даної лінії на кут 32◦ − 35◦.
Ключові слова: низькоорбітальні космічні об’єкти, космічні апарати типу CubeSat, фотометричні спостереже-
ння.
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SATELLITES BY OPTICAL OBSERVATIONS

(ON THE EXAMPLE OF ARKYD 6A SPACECRAFT)
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Purpose. Determine the parameters of the own rotation of the artificial satellite ARKYD 6A, based on photometric
and astrometric information obtained at the Sazhen-S quantum-optical station (COS) at the Center for the reception
and processing of special information and control of the navigation field of the National Space Facilities Control and
Test Center.
Methods. The authors used photometric and astrometric methods of research of the object, as well as other methods
of modeling and their own methods for determining the orientation of the spacecraft.
Results. The results of photometric observations of the spacecraft ARKYD 6A carried out in May 2018. Despite the
difficult observational conditions, three light curves of the spacecraft were obtained. Analysis of the curves showed that
the spacecraft lost its stabilization and rotates. The approximate rotation parameters of the spacecraft are determined.
The possibility of photometric observations of ultra-small spacecraft at low altitudes with small aperture telescopes is
shown.
Conclusion. An analysis of observations obtained over three nights showed that the ARKYD 6A revolves around the
«zenith-nadir» line with a period ∼ 145 seconds. At the same time, its longitudinal axis is discarded from this line at
an angle of 32◦ − 35◦.
Keywords: low orbit artificial space objects, CubeSat satellites, photometrical observations.
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